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Prdlogo a la cuarta
edicion

El mundo es, en todas sus partes, una aritmética
viviente en su desarrollo, y una geometria
realizada en su reposo.

PLATON: “TIMEO”

Desde tiempo inmemorial, la matematica ha ejercido una fascinacién especial
sobre la mente humana. Casi todo ser que se enfrenta a ella toma partido, a favor
o en contra: a favor por lo sugerente de su eficacia y la hermosura de su constitu-
cién; en contra, por sentirse, quizas, ante una tarea superior a las propias fuerzas.

Voy a decir algo a aquellas personas que piensan que la matematica no es
para ellas: el cerebro del hombre trabaja exactamente como una estructura ma-
tematica, pues obtiene conclusiones acerca de hechos o suposiciones légicas,
compara, infiere, calcula, acopia datos, proyecta, mide, la mayor parte de las
veces usando leyes 16gicas, algebraicas, topoldgicas y otras que constituyen la
base de esta formidable ciencia. La matemadtica posee, a su vez, tal armonia,
proporcidn, exactitud y belleza que se identifica con la “mdsica de las esferas”,
citando libremente a Pitdgoras.

El libro que est4 en sus manos en este momento pretende presentarle una
introduccién, a nivel elemental y basico, de una parte de la matematica sumamen-
te ttil y aplicable a casi todas las ramas del saber: las ecuaciones diferenciales.

El texto contiene la exposicidn y desarrollo de las ecuaciones diferenciales
de primero y segundo orden, enfatizando las aplicaciones de las primeras. Tam-
bién se estudian ecuaciones de orden superior a dos y se desarrollan los métodos
de series y transformadas de Laplace.

El libro contiene problemas resueltos y ejercicios para que el estudiante
ponga a prueba su aptitud y, cuando resuelva los de opcién multiple, podré
aquilatar la precision del resultado evitando caer en errores bastante comunes.
Cada capitulo contiene un resumen y un examen de autoevaluacion; este Gltimo
con un nivel de conocimiento medio, suficiente para detectar una clara com-
prension del texto. Ademas, en esta quinta edicion, aparecen algunas soluciones
con el uso de computadoras utilizando Mateméticas 7, incorporando solucio-
nes gréficas.

Se ha procurado rodear a cada capitulo de un ambiente humanistico me-
diante biografias, comentarios, curiosidades y pasatiempos.

El requisito para leer este libro es conocer el cdlculo diferencial e integral.



vi Prélogo a la cuarta edicién

Este libro nacid, crecid y salié a la luz gracias a la colaboracién de mis
maestros, colegas y alumnos, de mis amigos y de mi familia. Cada uno de ellos
aport6 lo que a su drea competia. Especialmente agradezco al licenciado Juan
Manuel Silva Ochoa, maestro, colega y amigo, su apoyo en todo momento y al
doctor Christian Garrigoux Michel por su participacion en la redaccién de las
biografias.

Espero del amable lector todas las sugerencias que mejoren esta obra que
deseo disfrute y le sea 1itil en su formacidén profesional y en su trabajo.



Prdlogo a la quinta
edicion

Vivimos en un planeta que necesita renovarse para alcanzar las metas de pleni-
tud que por impulso interior tiene que alcanzar. El libro que tiene usted en sus
manos ha madurado a través de los afios, ayudando a muchas personas a com-
prender un poco mejor los temas que trata.

La revision efectuada tiene por objetivo agregar algunas soluciones con el
uso de computadoras utilizando el software Mathematica e incorporando solu-
ciones gréficas. Se busca favorecer la rdpida aproximacion de las graficas y asi
obtener el esquema exacto de los fendmenos de movimiento que se presentan en
el area de ingenieria. También, una vez que se haya expuesto la teoria para la
comprension de los temas y se hayan resuelto algunos ejemplos, se presentan
los comandos necesarios para resolver otros ejercicios.

Se afiadieron, asimismo, algunos conceptos y se corrigieron aspectos sefia-
lados por los profesores para que el aprendizaje sea eficaz, sin perder por ello la
riqueza did4ctica e incluso amena que se procurd desde el primer momento.

Agradecemos la colaboracién del doctor Jorge Sierra Cavazos y del doctor
Salvador Garcia Lumbreras en la revision del texto, cuyo esfuerzo significa una
invaluable aportacion. También damos las gracias a la casa editorial Pearson
Educacién que tan amablemente nos brindé su apoyo y confianza.

IsABEL CARMONA JOVER
VICTOR SEGURA FLORES
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2 Capitulo 1

¢Qué son las ecuaciones diferenciales?

Lo que precede en el ladillo escrito en clave Morse, es la frase que tarde o tem-
prano decimos y la que todos queremos oir: es un lenguaje.

Para representar la realidad en movimiento usamos también una clave espe-
cial, una simbologia sintética que nos informa acerca de una velocidad, de un
ascenso de temperatura, de un aumento de poblacién, de un monto de intereses,
hasta del menor cambio en cualquier aspecto de nuestro planeta. Las realidades
cambiantes, antes mencionadas, tienen en comin que son variaciones a través
del tiempo, esa dimensién inmutable (en el sentido de la cuarta dimensién) en la
cual se mueven la materia y la conciencia.

Asi pues, en matematicas usamos el lenguaje de las ecuaciones diferenciales
para los hechos y los datos cambiantes.

. Coémo resolver
una ecuacion diferencial?

Hay dos maneras de aprender a patinar sobre hielo. Primera: En una libreria se
compra uno de los siguientes manuales: Como dominar el patinaje en 15 lec-
ciones; Patinar y rascar, todo es empezar, Historia del patinaje sobre hielo en
el Paleolitico y sus repercusiones en el mundo moderno; Agarre su patin; El
patin, su constitucion, desarrollo y reforzamiento, con bibliografia e ilustracio-
nes a todo color; se va uno a casa se instala en su lugar favorito y se sumerge
en la lectura sin olvidar tomar apuntes, hacer andlisis comparativos y aplicar el
célculo de probabilidades hasta agotar todos los aspectos del tema. Llegard un
momento en el que ya estd uno totalmente capacitado para estrenar los patines
—regalo de la abuelita—, momento, repito, en el que quizd ya sufrié uno su
primer reuma. Segunda: se toma el par de patines y amparandose en el instinto
de conservacion se lanza uno a la pista helada con los consiguientes riesgos y
posibles huesos rotos.

Asi se aprenden muchas cosas: haciéndolas.

Para resolver una ecuacion diferencial primero hay que identificarla y des-
pués arriesgarse en su solucion. Una realidad dindmica se caracteriza por sus
cambios, los cuales se controlan en cdlculo por medio de derivadas o diferenciales,
por lo que una ecuacién que contiene derivadas o diferenciales es una ecuacién
diferencial. Ya identificada intentemos integrarla, y si eso no resulta como un
procedimiento inmediato, apliquemos cambios de variable o transformaciones
que lleven a integrales mas o menos familiares. Por ejemplo, si tenemos la ecua-
cién diferencial



Definiciones béasicas

estamos ante una ecuacion diferencial que contiene una segunda derivada, por
lo que la llamamos de segundo orden. Si integramos

2 2
sz = i ﬂ =x = d Q =xdx = jd ﬂ zjxdx = ﬂ:x__’_c
dx* dx \ dx dx dx dx 2 !

Y volvemos a integrar

3

2 2 2
%=%+cl = dyz(%+cl)dx = dezf(%+cl)dx = y=%+clx+c2

Obtenemos una funcién-solucién que podemos comprobar al instante con
s6lo derivarla dos veces:

d(x’ x*
d_ g'l‘Cl)C+C2 :?-FCI
x

d ( x*

—| —+¢ |=x

dx\ 2

d’y
—=x
dx
El resultado nos convence de la exactitud del método empleado. Asi, en este

capitulo se exponen las nociones generales acerca de las ecuaciones diferencia-
les y el método geométrico para obtener soluciones.

Por lo que

Definiciones basicas

Definicién 1.1
Una ecuacion diferencial es aquella ecuacion que contiene derivadas o dife-
renciales.

Definicién 1.2
Orden de una ecuacion diferencial es el de la derivada de mayor orden con-
tenida en la ecuacidn.

Definicién 1.3

Grado de una ecuacion diferencial es la potencia a la que estd elevada la
derivada de mayor orden, siempre y cuando la ecuacién diferencial esté
dada en forma polinomial.
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Clasificacion de las ecuaciones diferenciales

La ecuacién diferencial contiene derivadas de
Ordinarias una o mds variables dependientes con respecto
a una sola variable independiente.
Tipo o . : :
La ecuacion diferencial contiene derivadas
Parciales parciales de una o mds variables dependientes
con respecto a dos o mds variables
independientes.
Primer orden  F(x,y,y) =0
Segundo orden F(x, y', y") =0
Tercer orden Fix,y,9,y,y") =0
Orden . .
Orden n Fxvy,...,y)=0
a) La variable dependiente y y todas sus
derivadas son de primer grado.
Lineales b) Cada coeficiente de y y sus derivadas
Grado depende solamente de la variable
independiente x.
No lineales  { Las que no cumplen las propiedades anteriores.

Ejemplos de ecuaciones diferenciales

Ecuacion diferencial Tipo Orden | Grado | Lineal
@y =2e ™" Ordinaria 1 1 Si
dx
dy ox ady
———— Dl —— Parcial 1 1 Si
or ot os
X2y +xy+y=0 Ordinaria 2 1 St
w+xy=x Ordinaria 2 1 No

2
CUNCR el 2 1 Sf
ot 0s
2
2L D (2 -1?)y=0| Ordinaria 2 1 si
dx dx

(Continiia)



Definiciones bésicas 5

(Continuacion)

Ecuacion diferencial Tipo Orden | Grado | Lineal
Py _ (FmY Parcial 4 1 N
— = arcia 0
o' on’ !

( y' )3 -y’ +y’'—-y"=0 Ordinaria 5 3 No

y+y= X Ordinaria 1 1 No
Y

seny'+y=0 Ordinaria 1 ? No

EJERCICIOS 1.1

Elegir la opcion que da la clasificacion correcta de las siguientes ecuaciones
diferenciales:

1. y"+xyy’ =senx
a. Ordinaria, orden 2, grado 1, lineal.
b. Parcial, orden 2, grado 1, lineal.
c¢. Ordinaria, orden 2, grado 1, no lineal.
d. Ordinaria, orden 3, grado —1, no lineal.

a. Ordinaria, orden 2, grado 2, lineal.
b. Parcial, orden 5, grado 1, lineal.
c. Parcial, orden 2, grado 2, no lineal.
d. Parcial, orden 2, grado 1, lineal.

3. Xy =x"yy+y=0
a. Ordinaria, orden 2, grado 1, no lineal.
b. Parcial, orden 2, grado —1, no lineal.
c. Ordinaria, orden 3, grado 1, lineal.
d. Parcial, orden 1, grado 1, lineal.

4. y'+2x°y —(x-1)y=xy"
a. Ordinaria, orden 2, grado 1, no lineal.
b. Parcial, orden 2, grado 3, no lineal.
c. Ordinaria, orden 3, grado 3, no lineal.
d. Parcial, orden 3, grado 1, lineal.
e. Ordinaria, orden 3, grado 1, lineal.
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5 (2] 2ea
" lox N’y

a. Ordinaria, orden 2, grado 2, no lineal.
b. Parcial, orden 1, grado 2, lineal.

c. Ordinaria, orden 1, grado 2, lineal.

d. Parcial, orden 2, grado 1, no lineal.

Respuestas: 1. ¢; 2. b;3.c; 4. a; 5. d.

Definicion 1.4

Solucion de una ecuacion diferencial es una funcién que no contiene deriva-
das y que satisface a dicha ecuacidn; es decir, al sustituir la funcién y sus
derivadas en la ecuacidn diferencial resulta una identidad.

Definicion 1.5

Solucion general de una ecuacion diferencial es la funcién que satisface a la
ecuacion y que contiene una o mas constantes arbitrarias (obtenidas de las
sucesivas integraciones).

Definicion 1.6
Solucion particular de una ecuacion diferencial es la funcion que satisface
la ecuacion y cuyas constantes arbitrarias toman un valor especifico.

— EJEMPLO 1

La funcién x+ y*> =c es la solucién general de la ecuacién diferencial:
dy 1

dx 2y

d
Porque derivdndola implicitamente se tiene: 1+ 2yd—y =0 obien 2yy" =—1.
X

: , 1 : . .
Sustituyendo y=2vc—x y y' = oy se obtiene una identidad:
Yy

— 2@(—%)?1 oo=1=-1

— EJEMPLO 2

La funcion y=e " +8 es solucion particular de la ecuacién diferencial
y' +e " =0 porque derivando la solucion y sustituyéndola en la ecuacién
dada, se obtiene:




— EJEMPLO 3

La funcién y=23x+c,x+c, es solucion general de la ecuacion diferencial
y” =6, porque:

Y =6x+c

— y y'=6..6=6

— EJEMPLO 4

La funcién t=2xy”> +3x’*y+g(y)+ f(x) es la solucién general de la ecua-
cion diferencial parcial:

ot
dyox

=4y+6x

porque —at =2y* +6xy+ f(x)
ox
2

Y dyox

=4y+6x; asi que sustituyendo: 4y+6x=4y+6x.

—EJEMPLO 5

X

La funcién y=ce ™ +c,e’ +c,e”™ +c,e’
cion diferencial:

es solucion general de la ecua-

' =5y +4y=0

Porque:
Yy =—ce ™ +c,e’ —2ce +2c,e™
V' =+ce et Hdce” Hhe,e’
V" =—ce " +ce’ —8c,e +8c,e”
YW =t +cet +16c,e” +16c,e™
Sustituyendo:

- -2 2
ce "t +ce +16ce " +16¢c,e™
"
— -2 2
—5ce”" =5c,e" —20c,e ™ —20c,e™”

—5y”

+hee " +4cet +dc,e +de,e’ =0 o 0=0

+y

Definiciones béasicas

7
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— EJEMPLO 6

La funcién y=e"(3cos 2x +sen 2x) es solucion particular de la ecuacién
diferencial y”—2y"+5y =0, porque:

y' =e"(—6sen2x+2 cos 2x)+e* (3cos2x +sen 2x)
¥’ =e*(~12cos2x—4 sen 2x)+e"* (—6 sen 2x +2cos2x) +
e (=6 sen2x +2cos2x)+e* (3cos2x +sen 2x);
sustituyendo:
e"(~12cos2x — 4 sen2x)+2¢* (=6 sen2x +2cos 2x ) +
e (3cos2x+sen2x)+e* (12 sen2x —4cos2x)+
e*(—6cos2x—2sen2x)+e* (15cos2x + 5 sen2x) =

e'[-12cos2x—4sen2x—12sen 2x+4cos2x+3cos2x+sen2x +

12sen2x—4cos2x—6cos2x—2sen 2x+5sen 2x +

15c0s82x]=¢"(0)=0

— s 0=0.

— EJEMPLO 7
La funcién definida por tramos

0 si x<O0
X si x>0

es solucién de la ecuacion diferencial ( y’)2 =9xy porque

y = asi que

0 six<O

3x% si x>0

0 six<O 0 six<0 (0 six<O
_9X —

9x* si x>0 X si x20 9x* si x>0

— o y

~—EJEMPLO 8
x=e* 43"

El par de funciones , o €8 solucion del sistema de ecuaciones
y=—e "' +5¢"
dx
—=x+3y
. . t . .

diferenciales porque sustituyendo las derivadas
@ S5x+3y
dt

dr _

d
2e 41865y D 2 £306" se tiene:
dt dt
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d
x+3y=(e +3e")+3(—e > +5e%) = 2 +18e" = d_x
t

X y

d
5x+3y=5(e +3e")+3(—e ™ +5¢°) =27 +30e" = —);
— Y Y

— EJEMPLO 9

Mathematica es de gran ayuda para la verificacién de soluciones si el
orden de la derivada es muy alto. Por ejemplo, si la funcién y = xe™ cos2x
es solucién de la ecuacién diferencial y” —20y” +158y” — 580y’ + 841y =0,
entonces:

In[l]Clear[y]

y[x_]1:=x Exp[5x]Cos[2x]

y[x]

y' ' —[x]-20y’ " " [x]+158y’ ' [x]-580y' [x]+841y[x]//
Simplify

Oout[3]e’*xCos[2x]
Out[4]841le**xCos[2x]-580y’'[x]+158y’' ' [x]-20y'" ' "[x]+
—y’x]

EJERCICIOS 1.2

Averiguar si las siguientes funciones son solucién de la correspondiente
ecuacion diferencial.

1. y=ce* de y—-y=0
1

2. y:2e’2"+§e" de V+2y=e*

64

2
X

4

. y=8lnx+c de y =

3
4. y=ce " +c,e” de y'—y =2y=0
5. y=8e" +xe" de y'=2y'+y=0
6. yo Senx

y= de xy’+y=cosx
3x
1
7. y— =0 de y —ytanx=0
COS X
8. y=- 3 de =3y’
Y Bt Y Y

9. y=1+cJl-x> de (1—x2)y'+xy:x
10. y=2xvVl-x> de yy' =4x—8x’

1
11. y=e’xcoszx de 4y”+8y +5y=0
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1 1
12. y=e“cos—x de y”+y’=e"‘cos5x
3 x=cost} 4 , y 0
: ) e y+—=
y=e V1-x?
14. y= al de xy’ —y=x’tanxsecx
COS X
X =cost
15. } de yw+4x=0
y=12sen ¢
16. y=¢*" > de xy’—ytanlny =0

Respuestas: Si son solucidn, excepto las de los ejercicios 6, 8 y 12.

NOTA. Usando el tridngulo:

1
V1= x° .
I\\ Slx=COSZ‘%S€nI:\/1—X2
1
X

y la regla de la cadena, se pueden verificar algunas de las soluciones anteriores.

Definicion 1.7

Solucion singular de una ecuacion diferencial es una funcion cuya tangente
a su gréfica en cualquier punto (x,,y,) con la tangente de otra solucién,
pero ya no coincide con esta ultima tangente en ninguna vecindad del punto
(xy,Y,), por pequefia que ésta sea.

Estas soluciones no se obtienen a partir de la solucién general. Un método para
encontrar dichas soluciones es derivar la ecuacién diferencial dada con respecto
ay’, con lo cual formamos un sistema de ecuaciones:

F(x,y,y')z 0

d ,
5 ,F(x,y,y)zo
y

del que, eliminando y’, se obtienen una o mds soluciones singulares.

EJEMPLO

Hallar las soluciones singulares, si las hay, de la ecuacién diferencial:

y/2 — 16x2
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Derivando con respecto a y” se tiene:

Por lo que y”=0; sustituyendo en la ecuacion, se obtiene x = 0, que es la
solucién singular.
En efecto, las soluciones generales de dicha ecuacién son:

y=2x"+c¢, y=-2x"+c,

y para el punto (0, 0) su graficaes y =+ 2x’
Y
4

3

Figura 1-1.

y x = 0 es el punto de contacto con las pendientes de

y=+2x"

\_en el punto (0, 0).

Algunas soluciones de ecuaciones diferenciales se encuentran sometidas a ciertas
condiciones previas que deben satisfacer. Un problema que implica resolver la

ecuacion
"y ,
—= f(p.), ")
dx
sometida a
Y(X0) = o3 y,(xo) =V e yn_l(xo) =Y
donde y,,y,,...,y,, son numeros reales, se llama problema con condiciones

iniciales.
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Definicién 1.8
Problema con valores iniciales es la ecuacion diferencial acompafiada de
condiciones iniciales.

—EJEMPLO 1

Resolver la ecuacion diferencial:
Y —4xy=0
Para la condicién inicial: y = g cuando x =0, o bien, brevemente:

1
y(0)= 3

La ecuacién puede expresarse como:

dy=4xydx o bien ay =4xdx,
y

integrando ambos lados de la igualdad, se obtiene:

d
J-—y:4jxdx

y
Iny=2x"+c

yzcerz

1
Sustituyendo los valores del punto (O, gj, se tiene que:

—~EJEMPLO 2

Resolver la ecuacion diferencial:
Yy’ =x, para y(-2)=4
y'(0)=1

Integrando ambos lados de la ecuacién se tiene:

2
i(ﬂjzx = Jd(ﬂ)zjxdx = ﬂ=x—+c1
dx \ dx dx dx 2




Y volviendo a integrar:
x? x’
de: J‘(7+cljdx = y=g+c1x+c2

La cual es una solucién general.
Ahora, aplicando las condiciones iniciales dadas:

Para y’ 1=0+¢, —>¢ =1
-8
Para y 42?—2cl+c2
—4
4= 3 2(1)+c,
22
C2 = ?
x’ 22 > :
Sy= i +x+ 3 es solucién particular.

Comprobacién: derivando la solucidn particular y sustituyendo en la ecua-
cion se tiene

y:

Observacion: Se necesita igual nimero de condiciones iniciales que el del
\_ orden de la ecuacién diferencial.

—EJEMPLO 3

Dada la funcioén:

y=ce +c,e "+’
como solucién (la forma de obtenerla se estudiard mas adelante) de la ecua-
cién diferencial:

yll/_4yl’+yl+6y:O

encontrar la solucidn particular para las siguientes condiciones iniciales:
y0)=4, y'(0)=-1, y"(0)=0
yO0)=c +c,+tc; = ¢, +c,+c;=4
Y =2ce” —c,e +3c,e™
Y(0)=2¢,—c,+3¢; = 2¢,—¢,+3¢c;=—1

7 __ 2x -Xx 3x
Y'=4ce” +c,e +9c,e

Y’ (0)=4c,+¢c,+9¢; = 4¢,+¢,+9,=0

Definiciones béasicas
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Resolviendo el sistema de ecuaciones:
¢ tc,tce;=4
2¢,—c¢,+3c; =1
4¢,+¢,+9¢c; =0

. 10 29 7
se obtiene: ¢, =—, ¢, =—, ¢; =——
12 4
10 ,, 29 _, 3x . . .
S y=—e " +—e " ——e" es la solucién particular para las condiciones
__dadas. 3 12 4

EJERCICIOS 1.3

Dada la ecuacién diferencial, su solucion y las condiciones iniciales, deter-
minar el valor de las constantes arbitrarias.

Respuestas:
1. yy+6x=0 y* =—6x"+c y0)=4 c=16
2.7 3 2 1 3
2. yy' -4x=0 y =6x"+c = |=0 c=—=
2 2
’ 2 ™
3. yV=1+y y=tan (x+c¢) y Z =1 ¢=0
_ tanx+c
l—ctanx
4. y=1-y tanh™ y=x+c y0)=0 ¢=0
Donde —-1<y<1
’ 2x 2 2x ]' 3
5. yw=e"+1 y =e " +2x+c y(0)=— c=——
2 4
2
N y(0)=0 cl=§
6. 2y"+y —y=0 y=ce?+ce”
‘=1 c __2
y 2 3
y0)=4 ¢ =1
7. y'+y=cosx+4 y=c¢x sen x+c, y,(g)zl ¢ =4

Elegir la opcion correcta.
8. Ecuacion Condicién inicial

Y =12x y(¥2)=-1



10.

11.

Solucién general
a. 24y=x"+c
b. y=6x"+c
c. y=x"+c

1

d x=—\y-c
6 y

. Ecuacion

xy' =1

Solucién general

a. y=Thnx+c
7
b. y==x>+c 0
Y 2

c. y=Inx+c

d. y=Incx’
Ecuacion

y' =2x+1

Solucién general

a. 6y=2x"+3x’+cx+c,

1

1
b. y=—x*+=x*+cx+c
y 3 5 1 2

c. y=x’+cx+c,

1

1
d. y:§x2+5x+c1x+c2

Ecuacion

Valor de las constantes

c=-22
c=-13
c=-3
c=—4

Condicion inicial
y)=17

Valor de las constantes

c=17
7
c=—
2
c=17
c=e"’

Condicion inicial
y0)=1
y()=-1

Valor de las constantes

¢ =1
c, =—12

Condicion inicial
y(0)=1n2
v (n2)=0

Definiciones béasicas

15
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»+y¥=1

I 13 12 11

=2
=3

¢Qué son las ecuaciones diferenciales?

Figura 1-2.

y

Figura 1-3.

Solucién general

a. y=e +cx+c,

_ X
b. y=ce +c,

2
c. y=c +c,x+e

d. y=e'+cx+c,

12. Ecuacién
vy’ =cosx
Solucién general
a. y’=2cosx+c

b. Iny=cosx+c

c. L =senx+c
2
d Iny=sen x+c

Respuestas:

Valor de las constantes

In2-1
¢,=—2+(n2)(In2-1)

{ =In2
{ =In2-1
{ =In2-1

Condicion inicial

c=9
=1n3
7
c=—
2
c=1In3-1

8. b. Solucién particular y=6x>—13

9. a. Solucién particular y=7Inx+7

1 1
10. b. Solucién particular y = §x3 + Exz —3x+1

11. d. Solucién particular y =

7
12. c. Solucién particular y? =senx+ B o bien, y* =2senx+7

Geométricamente, la solucién general representa una familia de curvas; el
caso de x° +y* = ¢’ representa una familia de circunferencias (figura 1.2).
La solucién general y=x”+c es una familia de pardbolas (figura 1.3).
La solucion particular es una de las curvas de la familia, precisamente la que
se obtiene cuando las constantes arbitrarias toman un valor especifico a causa
de las condiciones iniciales. As{ en las figuras 1.2 y 1.3 la forma que tiene la
solucién particular para c=1y c=—4, es x’+y* =1y y=x"—4, respec-

tivamente.

e —2x+In2-1
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Definicion 1.9

La terna (x, y, y’) determina la direccién de una recta que pasa por el
punto (x,y). El conjunto de los segmentos de estas rectas es la represen-
tacién geométrica del campo direccional.

Se pueden visualizar las soluciones de una ecuacién diferencial trazando el
campo direccional, en donde, para cada curva de la familia solucidn, la tangente
en cada uno de sus puntos tiene la misma direccién que el campo en ese punto.

—EJEMPLO 1
El campo direccional de la ecuacién diferencial
Y=(y=1)x

se puede dibujar dando valores enteros para x y y para después calcular las
pendientes correspondientes:

-3|-2|—-1] 0 1 2 13| 4

=3112| 8 | 4| 0 |—-4]|-8|—-12|—16

17

— Figura 1-4.

El conjunto de trazos es el campo direccional (figura 1.5). Cruzando __'3 '_'2 10 1 ' 2

con una curva los segmentos de igual pendiente, se obtienen curvas
con la propiedad de atravesar segmentos con igual pendiente; entonces:  Figura 1-5.

Definicion 1.10
Las isoclinas son curvas que atraviesan segmentos de pendientes iguales.
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Las is6clinas de la ecuacién diferencial y"=(y—1)x son una familia de hipér-
bolas. Para obtener las is6clinas, se iguala y” a una constante:

Y=k
y dando valores a k se tiene:
si y=k—>(y-1)x=k

k
o bien, y=—+1 que es la familia de hipérbolas.
X

Para k=0, y =1 asintota horizontal
1
k=1, y=—+1
X

1
k=-1, y=——+1, etcétera
X

En los cuadrantes 1y 3, y">0, (las soluciones crecen) y en los cuadrantes
2y4, y <0 (las soluciones decrecen). Con esto ya se puede trazar aproxima-
damente las curvas solucién: una familia de funciones exponenciales que se ven
como pardbolas.

3
3 / Solucién
; 2 ' L .Iséclinas.
1
0 ]

765 43204 0/1.23 1 2 3

Figura 1-6.

La idea fundamental del campo direccional es que la derivada de una fun-
cién proporciona su pendiente. Al tratar con ecuaciones diferenciales se trabaja
con expresiones en las que la derivada aparece como una variable. Por ejemplo,

. . . dy : .
la ecuacién diferencial I =x’ se puede ver como pendiente = x°, 1o cual im-
by

plica la bisqueda de una funcién cuya pendiente en cualquier punto (x, y) en el
plano es igual a x* Asi, por ejemplo, en el punto (1, 2) la pendiente es 12 = 1,
en el punto (5, 3) la pendiente es 5> = 25 y en punto (—3, 11) la pendiente es
(—3)? = 9. Cada una de estas pendientes se pueden dibujar por medio de peque-
fas rectas en cada punto con lo que, si se proponen suficientes puntos, se obtiene



el campo direccional. Mathematica puede reducir este laborioso trabajo y
mostrar la gréfica del campo direccional de esta ecuacién con los comandos:

VectorPlot[{1l,x"2},{%x,2,2},{y,2,2},VectorStyle®Arrow
heads[0],Axes®True].

! _lI / ’ , o - 4 R 2 P
o) S O R A

2 1 0 1 2
Trazar un campo direccional como el de la ecuacién
d e
Doprn y
dx

realmente es una tarea titdnica y es aqui donde Mathematica puede ser muy titil,
con los comandos:

VectorPlot[{l,Exp[-x]-2y},{x,-1,1},{y,-1,1},Vector
Style®Arrowheads[0],Axes®True].

0.5

0.0

O.IS 110 -
—EJEMPLO 1

Obtener la solucién aproximada de la ecuacién diferencial

y=x
por el método de las iséclinas
y=k osea x=k
k=0 y'=0 donde yY>0 para x>0
k=1 y=1

Definiciones béasicas
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EJERCICIOS 1.4

k=-1 y'=-1 yy <0 parax<0
k=2 y =2 etcétera.
Las iséclinas son rectas paralelas al eje y y las curvas solucién forman una
familia de pardbolas. Mathematica muestra el campo de soluciones y las
iséclinas con:
VectorPlot[{1,x},{x,-2,2},{y,-2,2},VectorStyle—
Arrowheads[0],Axes-True,Vector].
y
2ENNNANNRSS A=A/
NNNANNRNS~———= A/ S
NNNNNRNSNS~— s A S ST
NN Y
=— k=0 A= s
AN e i A2
NNNANPNSSNS~T=r AN S
NNANNRISS~——— A/ LS
ANNNANRISNS~ s AL S S S
0 AN N S e il 4 4
AN NN S~F—7~ A7 777
AN NNANKNSSsdmir s A 2L L
ANNNANN NSNS~ A S S
NNANNNRNSN S~ PSS S S
-1 NNANANANISS~—em A S S
NNANNNINSS~S—~————~~AS S/
NNNNN NSNS~ s A S S
MNNNANPNSNSS——err A/ S S
NNNNNRISSS—A—r s A S S
-2 \ R O N e P A / ]
-2 -1 0 1 2
— Figura 1-7.

Identificar las is6clinas de las siguientes ecuaciones diferenciales.

1. y=x-y
2. yY=x+3
3. yV=y+x
4. ¥y =ye"
5 y=y-x
6. y':—ﬁ

y
7. ¥'=y(x+2)

Familia de iséclinas

y=x—k
x=k-3
y=k—x
y=ke"
y=k+x’
X
k
_k
Y x+2
k=y"+xy
s
"%




10. y' =cos(x—y)

Definiciones béasicas

k=1 x=2nm
k=-1 x=2n+1)m
(n=0, £1, £2, £3, ...)
A
A //Q N //\
Ay < \L//Q Y

7

X

Figura 1-8.
11. y=y"—x*
12. = \x*+y*
13. y = x> +2x+1+y

14. y’=\/x2+y2—4x—6y+13

En los siguientes ejercicios, trazar el campo direccional y algunas curvas

15. y'=1-yx

16. y=y+x’

solucion.

17. y'= x y
y

k= =

Figura 1-9.

21
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- y
18. y=2"2
y+x
X
J
Figura 1-10.
19. y'=xy Respuesta: El campo direccional es

semejante al de la figura 1.6, observar
que la asintota horizontal estd en y =0.
20. y=3x-y TS

A
y \A"/\'

Figura 1-11.

Ademads del método de isdclinas para obtener soluciones de las ecuaciones
diferenciales, también existen otros: el de Euler y el de aproximaciones suce-

sivas, aparte de los métodos numéricos iterativos tan rdépidamente elaborados
por una computadora.

Definicion 1.11

Dos curvas son orfogonales en un punto si, y sélo si, sus tangentes son per-
pendiculares en el punto de interseccion.
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Las pendientes de estas tangentes son reciprocas y de signo Y
contrario, excepto en el caso en el que las tangentes sean pa-
ralelas a los ejes de coordenadas. e
///— M
— EJEMPLO 1
i 1 1, . .
Dadas las funciones y=—y y= Ex*, averiguar si son or-
X
togonales en los puntos de interseccion.
11 1 N e
==} 1==x* 3=x" x=43 S~ X<
x 3 3 »X
1 . - )
y=—= los puntos de interseccion en los reales son: Figura 1-12.
3
1 1
-1 - 1
A3 — |y B 3% —— y
34 34 4 |
3f y 3
. . . . 1
Derivando las funciones para obtener su pendiente, se tiene: m, = 5 2| Jm, =3
1 i
Yy _ 1 & =l
™ dx x* 0 ——
-4 =32 -k 0o /1 2 3 4 *
d 1 :,‘\ —1
2 = —y = 2 —> ml = —_—
dx m, Ly
Y ml(l)l)__ﬁ my(R)=+/3
Figura 1-13.
1
ml(Pz)z—— mz(Pz):\/§
J3 y
1 .‘\. a7 !f
“— En ambos puntos se cumple que m, = —— A\ /
m, y=e \ js"y =
\ 3 ‘,."'f
—EJEMPLO 2 \ /
O\ / om
Las funciones y=¢* y y=¢ " tienen su punto de inter- '\5\\ 2 1/
seccidn en (0,1) \‘-\ P
b2
.-]r" 'I"-\
:ﬂ: * :ﬂ_—x - N e
U dx 2 dx i T M s -
-3 -2 A~ 0 I 3
m,(0)=1 m,(0)=-1 n,
1
Somp=—— ]
— m, Figura 1-14.
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Definicion 1.12

Trayectorias ortogonales son las curvas que se intersecan formando un an-
gulo recto. Si una familia de curvas tiene la ecuacién F(x, y, y)=0, la
ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales a ella es otra familia de
la forma:

1
F(x, y——)=0
y

Para obtener trayectorias ortogonales de una ecuacién diferencial, se toma

dy dy
m, =—= f(x,y),ycomo m,=——— — m,=—=—
"odx Fleyy ? m, > dx f(x,y)

ortogonal a la primera ecuacion.

da la trayectoria

— EJEMPLO 1

Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de rectas y = cx.

. d )
Su pendiente es m, = d_y = ¢; es decir, D2

x dx x

Entonces una familia ortogonal a estas rectas serd la que tenga como pendiente:

Que también se puede expresar como:

ydy = —xdx

2 2
X
Integrando: —y2 = Y +c,obien, Y +x’ =c¢

— Figura 1-15.
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.. La familia de circunferencias con centro en el origen y la familia de rectas que

pasan por el origen son mutuamente trayectorias ortogonales. Mathematica
proporciona graficas de curvas ortogonales para y = 31 —x* yy=xusando la
instruccion:

Plot[{x, Sqgrt[l-x?]}.{x,0,1}AspectRatio -1]

1 s P
~— /
ol ~
0r s
0 y
’_/'r'. II"‘".
of / :Ill
/ ¢ I
. |

— EJEMPLO 2
Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de parabolas y = cx’.

d d d
Se tiene: ml:—y=2cx y cOmo c:l = —y:2(z)x: _y:QX
X

dx x* dx X dx
dy —x . . .
Se busca: m, =—=—, o bien, 2ydy = —xdx, asi que integrando:
dx 2y
x2
y? =—?+c o bien, x> +2y* =c

Observamos que es una familia de elipses.

— Figura 1-16.

25
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EJERCICIOS 1.5

Obtener las trayectorias ortogonales de las siguientes familias de curvas.

Trayectorias ortogonales:

1. y=cx’
4
2. y=—x+c
Y 7
3. y=(x"+¢)’
yz—x2=c
y’ —6x>=c

ylnex=3

SUSE e

y=ce"

y=+/x+c

9. r’=ccos20

2

Referencia: (vea cap. 3, pag. 93)
10. r=c(—cos0)

Referencia: (vea cap. 3, pag. 93)

11. r=c—senb

Referencia: (vea cap. 3, pag. 93)
12. y=ccosx

13. y+x’=c
14. y’=2cx+4

15. y=ccoshx
16. y=cln|x]
17. seny=ce "
18. y=ce’

19. e*cosy=c

2y°+x’=c¢
4y+T7x=c

8
—y%+lnx=c
Xy=c¢c
y(nx+c)=4
2y’ -9x* =c

Y +2x=c

4

%
=——x2+4c
=73

r? =csen20
r=c(l+cos0)

1

r:
c
(o)
secO+ tan0

y* =2In(csenx)

y=cx

2
y 2 4
—+x" =Inc

> y

y* =2In(ccsc hx)

2y* ==2x"In|x|+ x> +¢
cosy=ce "

y'=Incx™

e'seny=c
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y
20. 2y=xx"— —ln(x+\/x2—1)+c y=—cosh'x+c
21. x2 ar b2y2 =1 y2 + X2 =2lncx 5 50
4
22. Para la familia Respuesta: y+Inx=2

x> =2(y—c), determinar qué
curva de las trayectorias
ortogonales pasa por el

punto (1, 2).
23. Parala familia y* = 2ax Respuesta: y* +2x* =24, 3
(parabolas que pasan por el elipse con centro en el origen. .

origen), determinar qué curva ~_|
de las trayectorias ortogonales
pasa por el punto (2, 4). Figura 1-17.

Existencia y unicidad de las soluciones

En algebra lineal nos encontramos con tres tipos de sistemas de ecuaciones en

el plano:
2y+3x=0 y—x=5 2y+3x=0
2,23 0 y—x=2 y=x+5
——y——Xx= — = =
5775
y y
2--
3__
1--
24
0
x : ; :
2 -1 0 1 2 ; i
_1._
x : :
-2 -1 0
2l
Figura 1-18.

Estos sistemas tienen: un ndmero infinito de soluciones (cada punto de las rectas
en el plano satisface ambas ecuaciones), ninguna solucién (ningin punto en el
plano es comiin a las dos ecuaciones) y una solucién Unica (las dos ecuaciones
tienen uno y s6lo un punto en comin), respectivamente.
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Los dos primeros sistemas no nos ayudan mucho para obtener respuestas
consistentes. Las soluciones de las ecuaciones diferenciales que nos interesan
son aquellas que tienen una sola forma y un Unico valor para ciertas condiciones
iniciales. ;Bajo qué condiciones se puede garantizar que una ecuacién diferen-
cial de primer orden tenga una y sélo una solucién?

Teorema 1. Existencia y unicidad

Dada una ecuacion diferencial

¥ =f(x,y)

donde f(x,y) estd definida en una regién rectangular R que contiene al punto
(x(y y 0)'

Si f(x,y) satisface las condiciones:

1. f(x,y) escontinuaen R,

0
2. —f es continua en R,
dy

— existe un intervalo I con centro en x,, y existe unay s6lo una funcién y = g(x)
definida en el intervalo I que satisface la condicion inicial y(xo) = Yp-

Figura 1-19.

Dicho de otra manera, las condiciones para la existencia de soluciones
son:

« Continuidad de f(x,y) enR.
* Acotamiento de f (x,y) por R.
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Y las condiciones para la unicidad son:

* Continuidad de f(x,y) y g—f en R.
y

* Acotamiento de f(x,y) y g—f por R.
y

Estas condiciones son suficientes pero no necesarias, porque puede existir una
solucién dnica que satisface y(xo) =,, pero que no cumple la condicién 1, o la
condicién 2, o ninguna de las dos.

—EJEMPLO 1

3 ¥_
y oy
En todos los puntos del eje x no se cumplen las condiciones 1 y 2 porque

., 3
Siy'=2r o floy)=

)
fx,y) y a—f son discontinuas en y=0; sin embargo, por cada punto del
y

eje x pasa una sola curva solucion.

y=39x+c, obien, y=3/9(x—x,)

— Figura 1-20.

— EJEMPLO 2

Hallar la regién del plano xy en la cual la ecuacién diferencial:

Y =xy

tiene una solucidn unica en un punto (xo, yo) de esa region.

29
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9 .
Entonces, f(x,y)=xy y a—f = x; ambas son continuas en todos los puntos

del plano xy, y por cualquier punto (xo, yo) en el plano pasa una y sélo una

%

., X . xz
solucién y=ce 2, o bien, y, =ce /A de donde:

— e ?

— EJEMPLO 3

Dada la ecuacion diferencial

Averiguar en qué region:
1. Tiene mas de una solucién.

2. Tiene solamente una solucion.

SOLUCION:
y o 2
x7 = [ =
J,y)=y 3y
fes continua en todo el plano xy.

9 . : .
A es discontinua en el eje x.
Y . . . (x+c)
1. En el eje x hay dos ecuaciones solucién y=0y y=——
origen a un nimero infinito de pardbolas ctbicas. 27

2. En todo el plano excepto en el eje x porque

que dan

d
Tyzdx, 3y% =x+c
yé

C(x+ c)
27

r 0 e

. el /_/,. .7 N
—12—1/0—8 76—4/1_-/—2 0 2;/4 6 8 10 12
II." ."II { ll." el
."II |."ll ."Illl I."f g ."IIII
/ / / [ =8

— Figura 1-21.



Autoevalucién

Resumen

Definiciones

Ecuacion diferencial: 1a que contiene derivadas o diferenciales.

Orden: el de la derivada maés alta.

Grado: el exponente de la derivada més alta.

Solucion: funcion sin derivadas que satisface la ecuacion.

Solucién general: con constantes arbitrarias.

Solucién particular: las constantes toman un valor determinado.

Solucidn singular: su pendiente tiene un punto en conuin con la pendiente de otra solucién.
Problema con valor inicial: ecuacién diferencial mds condiciones iniciales.

Campo direccional: conjunto de segmentos de la terna (x, y, y’).

Isoclinas: curvas que satisfacen y’ = f(x,y)=k.

Curvas ortogonales: sus pendientes son perpendiculares en el punto de interseccion.

Trayectorias ortogonales: familias de curvas cuyas pendientes son perpendiculares
entre si.

Clasificacion:

) Ordinarias: una sola variable independiente.
Tipo . . . .
Parciales: dos o mds variables independientes.

Orden {1°,2° ...,nm, ...

’ ’” 724 (n) .
Lineales a) y,y", y”, ..., y", de primer grado.

Grado b) Cada coeficiente depende sélo de x.

No lineales  { No cumplen lo anterior.

Teorema: Existencia y unicidad de las soluciones. Continuidad y acotamiento de f(x,y)

y B_f en la region R.
dy

Autoevaluacion 1

1. Definir: isdclinas.

2. Definir: campo direccional.

3. Enunciar el teorema de existencia y unicidad de las soluciones.
4

. Elegir la opcién que contiene la definicion correcta de: trayectorias ortogonales.
a. Familias de curvas paralelas entre si.
b. Familias de curvas cuyas pendientes las cortan en dngulo recto.

c. Dos familias de curvas de la forma F (x, y,—i, =0.

d. Familias de curvas que se intersecan formando un dngulo recto.
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Capitulo 1

¢Qué son las ecuaciones diferenciales?

S.

10.

11.
12.

13.

14.

Clasificar las siguientes ecuaciones por su tipo, orden y grado:

a (Q)z-i-a—zz—x—te’
" \ox oty

b. (x=1)y"+y(y) -x=0

. Elegir la opcién que contiene la clasificacioén correcta de la siguiente ecuacién di-

(o) = f

a. Ordinaria, orden 3, grado 2, lineal.

b. Ordinaria, orden 3, grado 1, no lineal.
c. Ordinaria, orden 4, grado 2, lineal.

d. Parcial, orden 4, grado 1, no lineal.

724

ferencial: x(x”—1)y

. pe . ., ) 2 ., ., . .
. Verificar si la funcién e’ =cx(y+2) es solucién de la ecuacién diferencial

oy =y+2.

. Elegir la opcién que da la solucién general de la ecuacién diferencial correspon-

diente:
a. y=e

X

T de ¥ =2xy=0
b. x’+y=c de y=—x

2, - W
c. x’+e ¥ =¢c de Yy =xe

d. y=ce™ de y-ysenx=0

. Sustituir la funcién y=sen'2x en la siguiente ecuacién diferencial para ver si la

satisface: y"=2secy.

Elegir la opcién que contiene la correcta solucién particular de la ecuacidn diferen-
cial (x+1)y =xy para y(0)=1.

a. y=In(x+1)

b. y=e"'—x

c. y=e'(x+1)

d yx+1)=e"

Resolver el problema con valores iniciales y(0) =7, y”=6x—12.

Seleccionar la opcién que contiene la solucién particular correcta del problema
con valores iniciales.

Ecuacion diferencial Condicion inicial Respuestas
a. =y y0)=1 y1=4 y=2x"+1
b. W= y(0)=1, y'(0)=3 y=eb
c. w =y +2xy y0)=1 y=lny+x*+c¢
d. y’ =2xsec’ x° y(0)=12 y=tanx’

Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas:

y = c(tan x + sec x)

Seleccionar la opcién que contiene la familia de trayectorias ortogonales de: y” = 2xy.
XZ
a. y=ce

b. y=xy"



Respuestas de la autoevaluacion 33

c. y=lnx*+¢
d y=Incx

15. Sefialar la regién donde la siguiente ecuacién diferencial tiene solucién tnica:
’
v ==5x/y.

Respuestas de la autoevaluacion 1

1,2y 3, vea el texto.

4. d. La a es falsa porque la condicién es la perpendicularidad, no el paralelismo. La
b es falsa porque una pendiente es tangente y nunca corta a la curva. La c es falsa
porque estd incompleta, debe ser una familia de la forma F(x,y,y’) con otra

familia de la forma F(x,y,——).

5. a. Parcial, orden 2, grado 1, no lineal.
b. Ordinaria, orden 2, grado 1, no lineal.

6. b. La a es falsa porque el grado de la ecuacién es el exponente de y””’, es decir, 1.
La c es falsa porque el orden no es la suma de los érdenes de las derivadas que exis-

tan en la ecuacidn; el grado es 1 no es lineal porque y” estd al cuadrado. La d es
3

. S . . . , d
falsa porque la ecuacién es ordinaria, s6lo hay una variable independiente y”’ = d—f
o

y y’:ﬂ; el orden es 3.
dx

7. Silo es. Derivando implicitamente:

eyﬂ: 20x(y+2)ﬂ+c(y+2)2
dx dx

d
5>y tomando factor comun &

x(y+2) dx
a2 ) e
dx y+2 by
Dividiendo entre ¢’ y simplificando

dy(_y 1 ,
—| === - =y+2
dx(y+2) X Yy

Sustituyendo ¢ =

8. c. Lasolucion de la opcion a debe ser y=ce ™, aplicando correctamente las leyes
de los exponentes. La solucién de la opcién bes y* +x° =c.

—Ccosx

La solucién de la opciéon d es y = ce

. dy 2
9. Si. Derivando — = ——
dx  \1-4x |
Siy= sen”' 2x — 2x =sen y 2y

y J1—4x* =cosy

derivando 2x =sen y

dy 2
—= — y =2sec
dx cosy Y Y 1—-4x?



34 Capitulo 1

Georg Friedrich
Riemann (1826-1866)

¢Qué son las ecuaciones diferenciales?

10. d. Solucién general y(x+1)=ce* para y(0)=1— c =1. Por lo tanto, la solucién
particular es y(x+1)=e".

11. y=x"-6x>+7.
12. a. La opcién b tiene intercambiados los valores de las condiciones iniciales y le

falta el coeficiente 3 para satisfacer dicho cambio. En la opcién ¢ no se aplicé la
condicién inicial. Por error en la opcién d se tomé y(0) = 0.

13. Derivando:

d .
2 C(S€C2 X +sec x tan x), sustituyendo ¢ = —r
X tan x +sec x
dy
——=ysecx
dx Y
dy cos X )
- —=—-———, ydy=-—cosxdx, y +2senx=c
dx y

14. b. La solucién de a contiene la solucién de la ecuacién dada. Las soluciones ¢ y d

emplean funcién logaritmo en vez de funcién exponencial.
5x o 5x
=y ==
. L vy T,
eje x; en el eje x se infringe la condicién 2 del teorema de existencia y unicidad, de
hecho la solucién es y* +5x* =¢; en y(0) no hay soluciones. ;En qué parte del
plano existe una y sélo una solucién, en cada punto del mismo? En todo el plano xy,
excepto en el eje x.

15. Tomamos f(x,y)=— ; f es discontinua en y =0, es decir, en el

Georg Friedrich Riemann

Ejemplo vivo de la timidez y de la fragilidad fisica, Riemann impactd, sin embargo, el
mundo de las matemdticas como pocos lo han hecho en la historia. Hijo del pastor de un
pequefio pueblo en Alemania, recibié no obstante una buena educacion que lo llevé a
presentar su tesis doctoral delante de Gauss en Gottingen.

Este dltimo, reconocido como dificil de sorprender, qued6 entusiasmado por el
desarrollo que hizo Riemann sobre la teorfa de la funcién de una variable compleja. Este
episodio se recuerda como la unica vez en la que Gauss haya expresado admiracién por
un trabajo ajeno.

Ah{ aparecen las famosas superficies de Riemann, las cuales generarian el enfoque
topolégico del andlisis. Un poco mads tarde clarificé la nocién de integral mediante una
nueva definicion conocida como la integral de Riemann. Sus trabajos sobre los fundamen-
tos de la geometria le permitieron generalizar la nocién de espacio y son precursores de
las teorias del siglo XX sobre los espacios abstractos.

Pero su complexion débil lo hizo presa de la tuberculosis, un mal entonces incurable,
y Riemann muri6 en 1866 a los 40 afios. Sus obras, que caben en pocas paginas, son de
una densidad tal que dejan trabajo e ideas incluso para los matematicos de hoy en dia.

Estos acertijos, en cierto modo, mds

que ninguna otra rama de las matemdticas,
reflejan el espiritu siempre joven,

inquisitivo e intacto, de esta ciencia. Cuando un
hombre deja de maravillarse, de preguntar

y jugar, estd acabado.

E. KASNER Y J.R. NEWMAN



Propiedades metafisicas del niimero 1 35

Averiguacion

La funcién y=a" hijade y vio la luz en 1679.

a. Descartes
b. Leibniz
c. Euler

Demostracion de la falacia: n=n+1

Sabemos que (n+1)* =n*+2n+1
(n+1’=Q2n+1)=n%

restando de ambos miembros 2n° + n:

m+1D)?=2n—-1-2n—-n=n*-2n*-n
sacando factor comun:

(n+17 =(n+1)(2n+1)=n*—n(2n+1)
sumando (2n+1)* /4 a ambos miembros:

(n+1) =(n+1)(2n+1)+Q2n+1) /4=n* —n(2n+1)+(2n+1)* /4;

es decir:

[(n+1)-(2n+1)/2] =[n-(2n+1)/2]
elevando a la %2

n+1-(2n+1)/2=n-(2n+1)/2
n+l=n

(Donde se genero el error?

La escala de la sabiduria tiene sus
peldaiios hechos de niimeros.

BLAVATSKY

Propiedades metafisicas del numero 1

Representa el principio de unicidad, de lo indivisible e ilimitado: Dios. Pitdgoras dice
que es el padre, creador de todas las cosas; el pensamiento, creador de todas las ideas;
la memoria, el fundamento del conocimiento. Como nimero, representa al hombre, el
unico animal que camina erecto.

El 1 es lo determinado, la iniciacién, lo que insta para que las cosas sean, la voluntad.
Es la identidad, la igualdad, la existencia y la persistencia. Representa lo espiritual, la
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Capitulo 1

¢Qué son las ecuaciones diferenciales?

luz, la inteligencia y la aptitud para proponer, considerar y resolver. Es meditacion,
reflexion y decisidn, obrando como trabajo en la mano de obra y como volicién en el

pensamiento.

Remontdndonos a los origenes: Sistema de numeracién del antiguo Egipto (posi-

blemente 3000 a. C.).

IR

1 6 10

HORIZONTALES

1. Curvas con pendiente constante. Nota musical.

2. Mil. Cierto tipo de ecuaciones diferenciales.

3. Articulo masculino singular. Entreguen. Exponente de la
derivada de mayor orden en la ecuacién diferencial. Vocal.

4. Pronombre relativo. Pasar la vista por lo escrito. (Al revés).
Ser supremo.

5. Simbolo de “unién” en la teoria de conjuntos. Letra que se
usa para designar la constante de integracién. Conjuncién
copulativa que indica negacién. Examiné, investigué, estudié.

6. El que profesa la ingenieria.

7. Descripcidn, cuento, relato.

8. Piedra sagrada del altar. Simbolo quimico del azufre. Boni-
ta, agradable.

9. Participio del verbo ser. Signo muy usado en las ecuacio-
nes matemadticas.

10. Articulo. (Al revés). Descanso, paro del trabajo. Corriente
caudalosa de agua.
11. Tipo de queso. Simbolo quimico del aluminio.

23 100 1 000

2 7 e

10 000 100 000

VERTICALES

. Ingeniero mecénico electricista. Amo.
. Funcién sin derivadas que satisface a una ecuacién diferen-

cial. Constante.

. Lo da la derivada més alta de la ecuacién diferencial. (Al

revés). Clase, muestra.

. Cien. Fino, exquisito.
. Ecuacion diferencial donde la y y sus derivadas son de pri-

mer grado y cada coeficiente depende solamente de x. Lo-
garitmo decimal.

. Dos. Lengua provenzal o lemosin. Abreviatura de licencia-

do. Nombre de varén.

. Vocales. Pieza herdldica en forma de paja estrecha. Las tres

primeras letras de Einstein. Especie de toro salvaje.

. Simbolo quimico del Radén. Uno en niimeros romanos.

Recubro en oro. Otorga. Vocales.

. Perpendicular. Terminacién propia de alcoholes.

—_—

O o0 9 O O »n B W




BEcuaciones
diferenciales ordinarias
de primer orden

Agustin Louis, barén de Cauchy
(1789-1857)

Ecuaciones diferenciales de variables separables
Ecuaciones diferenciales homogéneas
Ecuaciones diferenciales exactas

Ecuaciones diferenciales con factores integrantes

Ecuaciones diferenciales lineales
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Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

En el mundo de las bacterias se desaté impensadamente un conflicto. Cuatro de
entre las mds jévenes de éstas decidieron intervenir en la dimension de los
humanos, con el firme propdsito de sumergirse en su sangre y mediante una
rapidisima proliferacion segregar una sustancia alrededor del corazén que lo
inmunizara del mal, de la mentira y de la fealdad.

A pesar de la oposicion de la colonia bacteriana, las cuatro amigas estudiaron
su plan. Vieron que si su rapidez de crecimiento era proporcional a la cantidad
de bacterias presente en cada momento, en corto tiempo llegarian a recubrir un
corazén humano con la sustancia que llamaron biverbe. Observaron que se dupli-
caban al cabo de cinco minutos y su pregunta siguiente fue qué cantidad de
bacterias debia tener la nueva y revolucionaria colonia para que en 20 minutos
hasta el corazén mas renuente fuera recubierto de biverbe.

Aqui es donde acudimos a nuestro lenguaje simboélico para resolver a nuestras
amigas su problema.

Sea x la cantidad de bacterias presente en cada momento del proceso, entonces,

d.
la proporcionalidad observada viene dada por la relacién d—x oc X,
t

Para establecer una igualdad, usamos una constante k llamada constante de
proporcionalidad y asi obtenemos la siguiente ecuacién diferencial:

P
dt

la cual se resuelve por integracién inmediata:

dx

—=k|dt

—=k]
de donde Inx =kt +c¢

x=ce"

Esta funcién exponencial convenci6 a las bacterias de que su crecimiento
iba a ser rdpido, pero esta solucién general les resulté ambigua porque habia
demasiadas incégnitas. Utilizando las condiciones iniciales de su experimento,
se encontraron los valores de ¢ y k de la siguiente manera: para =0, que fue el
momento inicial, habia x =4 bacterias. Sustituyendo en la solucién:

4=C€0 c=4 x=4e

Y para f =5 minutos el nimero de bacterias se duplicé x =2(4). Al susti-
tuir estos nuevos datos:

8 =4e*
2=¢*
o n2



Ecuaciones diferenciales de variables separables

Ast, la solucion general tiene la forma:

X = 4e(ln2/5)l — (4)2[/5

Y la respuesta a la ultima pregunta quedaria: para =20 minutos x="7?
entonces x = (4)2*°°; x =64 bacterias.

Por tanto, sélo 64 bacterias en un lapso de 20 minutos pueden inmunizar un
corazén humano. Entonces las bacterias se desparramaron, comenzaron su tra-
bajoy...

En este capitulo trataremos especialmente las ecuaciones diferenciales ordi-
narias de primer orden: variables separables, homogéneas (reducidas a variables
separables), exactas, con factores integrantes (reducibles a exactas), y lineales.

Ecuaciones diferenciales
de variables separables

Definicién 2.1

Una ecuacion diferencial de variables separables tiene la forma
f(x)dx+g(y)dy=0, donde cada diferencial tiene como coeficiente una
funcién de su propia variable, o una constante.

METODO DE SOLUCION: integracion directa.

[F()dx+[g(y)dy=0

Cuando no pueden separarse las variables de una ecuacion y no pueden agrupar-
se en términos, en cada uno de los cuales estén las mismas variables, habrd que
usar otros métodos para encontrar la solucién.

—EJEMPLO 1

Resolver ¢*™y" = x, con las condiciones iniciales y=1n2 cuando x =0.

1. Separar las variables usando las propiedades de las funciones involu-
cradas y los artificios algebraicos necesarios:
Xy ﬂ

e'e =x, e'dy=xe "dx
dx

2. Integrar cada miembro de la ecuacidn:

jeydy = J‘xe’xdx

39



40 Capitulo 2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

e’ =—xe " —e " +c, solucion general en la forma implicita porque no
estd despejada la variable dependiente y, pero:

y=In |e”‘ (—x—-1)+ c| , solucién general en forma explicita:
y=fx)

3. Aplicar las condiciones iniciales: y(0)=1n2 en la solucién general, ya
sea en su forma explicita o implicita.

n2 _

En la forma implicita: e =-0-1+¢
2=-1+c
c=3

e’ =—xe " —e " +3, solucién particular.

En la explicita In2 = ln|l(0 -1)+ c|; aplicando exponencial, se tiene:

2=-1+c
c=3
.‘.y=1n|e’x (—x—1)+3|

cuya curva solucién es

— EJEMPLO 2

Resolver xyy’ =1+y*, para y=3 cuando x =1, o bien, y(1)=3.

1. Separar variables:

dy 2

—=1+
xydx y

Y gy

1+y* Y X



Ecuaciones diferenciales de variables separables

1
2. Integrar 51n|1+y2| =1In|x|+In|c|

OBSERVACION: La constante de integracion no pierde su arbitrariedad,
su cardcter de cualquier niimero, si esta afectada por funciones. Asi,
In|c| = ¢ porque el logaritmo natural de una constante también es una
, senc, coshc, etcétera.

constante; del mismo modo se puede usar e, c¢”

Usando las propiedades de los logaritmos (por eso se introdujo “In|c|:

1
In|1+ y2|/2 =1In|cx|

Aplicando exponencial:
z|%

|1+y =|ex|

Elevando al cuadrado:

1+yz:cx2

s.ex” —y* =1, solucién general implicita.

3. Aplicar las condiciones iniciales y(1) =3

c()-9=1
c=10
— S10xr =y =1

—EJEMPLO 3

Resolver senxcos® ydx — cosxsen ydy = 0

1. Separar variables:

sen x

dx — senzy dy=0
COSX cos”y

2. Integrar término a término:

—In|cos x| - =c

cosy

In|cos x| + sec y = ¢, solucién general.
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42 Capitulo 2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

En este caso no se dieron condiciones iniciales, asi que vamos a comprobar
la solucién. Derivando implicitamente:

sen

- xdx+secytanydy=0
Cos X
senx 1 sen

BT e+ Y dy=0
cos X COSY COSY

—senxcos’ ydx + cos xsen ydy = 0

O bien,

— senxcos’ ydx — cos xsen ydy = 0
—EJEMPLO 4

Resolver:

e +y =

1
————+6x para y(0)=e
Vx+1

1. Separar variables:

dy= (;J +6x—e dx
x2+1

2. Integrar y=senh 'x+3x> +e " +c, solucién general explicita.

3. Aplicar condiciones iniciales: c=e+1

— soy=senh 'x+3x>+e " +e+1, solucién particular.

— EJEMPLO 5

Hallar una curva que pase por el punto (0,—6), de tal forma que la pendiente
de la tangente en cualquiera de sus puntos sea igual a la ordenada del punto
mads 7 unidades.

SOLUCION: la primera derivada se representa geométricamente por la pen-
diente de la tangente; aprovechando esta identificacion podemos plantear la
ecuacion diferencial que cumple con la condicién pedida:

—=y+7
X




Ecuaciones diferenciales de variables separables

Separando variables e integrando:

_dy
y+7

=dx

In | y+ 7| =x+c
Aplicando la condicién de que la curva debe pasar por el punto (0,-6):
In|-6+7|=c, c=0

1n|y+7| =X,

o bien,

y=e' =7

En la grafica se muestran la curva solucién y las pendientes en los puntos (0, —6)

y (372, —5/2).

2 1 o0 1 | 2*

2.

Y=
Y=
y'=

4

y:

— EJEMPLO 6

kyy:ce'“
2

X =x—+c
Y 2
2

X

kx y=k—+c
Y 2

k
— y=kln|x|+c
x

Elegir la opcién que contiene la ecuacion diferencial, junto con su solucién,
de la curva para la cual la pendiente de la tangente en cualquier punto es
proporcional a la abscisa de dicho punto.

1.

43
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Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

SOLUCION: la opcidn correcta es la C, el resultado es una pardbola. La op-
cion A plante6 el problema con respecto a la ordenada y no a la abscisa. La
opcién B no expresa correctamente el enunciado porque le falta la constante
de proporcionalidad. La opcién D considera el reciproco de la abscisa en
vez de la abscisa que pide el enunciado del problema.

. e . dy xy
La solucién de una ecuacién diferencial como — =
3—x

- separacion de va-
. . . . X
riables con Mathematica, se visualiza como:

V(X2 [x12)
DSolVe[Y [x] /Sqrt [3-x2],y ,X}

2

y = Function| {x},
}—ZC[l]

P

x\/3 -x*- 3ArcSin[

EJERCICIOS 2.1

Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales.

Solucion general

1. y=4x-6 y=2x>—6x+c
7
2. y=1-7x" y=x—§x3+c
3. Y =8+2x-3x" y=8x+x’—x’+c
4 /_XS_L_'_X _x_6+l+x_2+c
Y x’ Y 6 x 2
2
- 6
S y,:9x = 6 y=9%x+—+c
X X
1
6. y=(4+3x)" y:E(4+3x)5+c
1
7. Y =e " +2x y:—ge’3x+x2+c
, 2
8. y'=2cos5x y=§sen5x+c
d 1
9. &= _sen3s s=—cos3t+c
dt 3
ds 2
10. d—=lnt+4t s=tlnt—1+2t" +c
t
ds 2
11. —=2s s=(t+c¢)



12.

13. y' =
y
, xAxt -1
14. y' = y3
15. y'=e"’
16. y =4e™
’ y
17. y' =
Y 1+x°
y2
18. y' =
1-x2
19. = cos’ x
y
20. y' = U
x*+1

Ecuaciones diferenciales de variables separables

4y% -3y =4x2+3x% +¢

J16+y* =x* +¢

y4 =§(x4 —1)% +c

e’=e" +c

y

4e"+e =c

Iny=tan"' x+c

1 =
—+sen x=c
y

1
y? =x+5sen2x+c

Iny=senh'x+c

En los siguientes ejercicios hallar la solucion particular correspondiente

a las condiciones iniciales dadas.

21. y'=4-9x*-6x"
22. y=4-9x>-6x°
—12
23, ="
X
24. y'=e* —Ssenx
25. ﬂ—lcoslt
e 2 2
26. £=25ent—e’
dt
27. y=2
y
2_
28. y':x_”l
y
29. y'=Inx—-9x°

y1)=2 y=4x-3x>—x5+2
y(1)=0 y=4x-3x" —x°
12
y(1) =20 y=6lnx+—+8
X
0)=5 —le“+5(:osx—l
y y=1 1
1
r(m=0 r=sen—t—1
2
r(0)=4 r=-2cost+e’ +5
y(1)=0 y =x*-1
2 3
y=D=1 y2=§(x2—1)é+1
y1)=7 y=xlnx—x-3x"+11
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Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

30.

31.

32,

33.

34.

35.

T

y' =e'cos’y )’(O)ZZ tany=e"
i, 1
Vv = ¢ y1)=0 cosy=e " +1-——
seny e
: 4 1
y = Y > yl)=—— —=—tan"'x
1+x o y
y = ¥(0)=0 2¢" +3e7 =5
2
y = Coys‘z al y(r)=—1 4y° = 6x +3sen2x — 4 —6m
’ __ y _ _ -1
y_l—x2 y(0)=1 Iny=tanh™ x

Elegir la opcidn que contiene la solucién general o particular de la ecua-

cion diferencial dada:

36.

37.

38.

2_
y/:xex y

2 .,
a. e’ =2¢" , solucién general

1 . )
b. e = Eeﬁ + 4, solucién particular

y 2x

c. e =——¢"", solucién particular

YZ

1
d. e =5e' , solucién general

10xyy" =1-y°

a. 1—y*=cx™", solucién general

b. 1-y* =x"" +¢, solucién general
c. 1n|1 — yz|_5 = x +c, solucién general
d. 1-y*>=x"", solucién general
ylnyy—Inx=0 para y(l)=1

2
a. y?lny:xlnx—x+1

2

Yy

b. —Iny——y*=xlnx—x+c
> y 4}’
2
y 2 3
c. —Iny——y =xlnx—x+—
2 J 4y 4

d ylhy—y=xlnx—x



Ecuaciones diferenciales homogéneas

39. dx=xx*—16dy para y(4)=0
a. x=4secdy+c
b. x=4secdy

c. x=4cos4dy

d. 1n(x+\/x2—16):y?2+1n4

40. (1-Inx)dx+(1-1Iny)dy=0 para y(e)=e
a. xlnx+ylny=2e
b. x(2-Inx)+y(2—1Inx)=2e
c. x—xlnx+y—ylny=0
d. 2x—xInx+2y—ylny=0
41. y'+3y+5=0

a. y=(ce™-5)/3
b. y=(ce?*-5)/3
c. y=(e?+c-5)/3
d. y=(e"+c-5)/3

Respuestas: 36.d 37.a 38.¢ 39.b 40.b 41.b

Ecuaciones diferenciales homogéneas

Definicién 2.2
Polinomios homogéneos son aquellos en los que todos los términos son del
mismo grado.

EJEMPLO 1
x2yl +8x1y2—x3+y3

La suma de los exponentes del primer término es 2+1=3, lo mismo para el
segundo 1+2=3; por lo tanto, los cuatro términos son de grado 3.

EJEMPLO 2
xy22 _ xzyz

Es un polinomio homogéneo de grado 4.
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Definicién 2.3
La ecuacion diferencial homogénea es de la forma:

M (x,y)dx+ N(x,y)dy=0

donde M y N tienen la propiedad de que para toda ¢ > 0, la sustitucioén de x
por tx y la de y por ¢ty hace que M y N sean del mismo grado n.

M (tx,ty)=t"M(x,y)

N(tx,ty)=t"M(x,y)

Este tipo de ecuaciones puede reducirse a ecuaciones de variables separables
mediante sustituciones apropiadas.

— EJEMPLO 3

Determinar si la funcién f(x,y)=2,/xy +x es homogénea; si lo es, indicar
su grado:

Fex,ty)=2y(ex)(2y) + 1x
=2txy +1x
= t[2\/5+x]

como f(tx,ty)=t"f(x,y), neR

“— — la funcién es homogénea de grado 1.

— EJEMPLO 4

Sea la funcién f(x,y)=./x+y; averiguar si es homogénea y su grado.

flxty)= ooty =Jr(x+y) =12 Jx+y

\_como f(tx,ty)= % f(x,y), la funcién es homogénea de grado %.

— EJEMPLO 5

Sea la funcién f(x,y)= X+ x2y+ A

flor,ty) = (o) + () (1) + 1y

— =x’ +'x°y+ty# 1 f(x,y); lafuncién no es homogénea.



Ecuaciones diferenciales homogéneas

— EJEMPLO 6

x4y

Xy

Determinar el grado de la siguiente ecuacién: y’ =
Sean M(x,y)=x"+y’y N(x,y)=xy
entonces, M(x,1y)=(tx)’ +(1y)’ =1 (x2 + yz) es de segundo grado

y N(tx,ty) = (tx)(ty) =1"xy es de segundo grado; la ecuacién es homogénea
‘—de orden 1.

Definicién 2.4
Las ecuaciones diferenciales homogéneas también tienen la forma:

?Jrg(u)zo donde u=f(x,y)
x

METODO DE SOLUCION: usando sustituciones algebraicas apropiadas, las
ecuaciones diferenciales homogéneas se convierten en ecuaciones de variables
separables. Una de las sustituciones mas comunes es:

RN y=uvx
X

—EJEMPLO 1

Resolver la ecuacién diferencial (x2 + yz)dx —xydy=0

Usando y=vx y dy=vdx+ xdv
(x2 + vzxz)dx = vx” (vdx + xdv)
Dividiendo entre x”
(1 + vz)dx = v(vdx + xdv)
Separando variables:
(1+v2 —vz)dxz vxdv

d
—xzvdv
X

Integrando:

2
ln|x|:v—+c
2
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il

Y

Como v==2 — In|x| =
x

| —
=

2

Entonces: In|x|= y_2 +c
2x

— EJEMPLO 2

Resolver (x+y)dx+(x+y—4)dy=0
para y=0 cuando x =-1

Usando v=x+y = y=v—xy dy=dv—dx

vdx+(v—4)(dv—dx)=0

vdx+(v—4)dv—(v—-4)dx=0

Separando variables:

(v—4)dv=—-4dx
Integrando:
2
v? —4v=-4x+c

v’ —8v=-8x+c

Como: v=x+y — (x+y)2—8(x+y)=—8x+c
- (x+y)2—8y:c

Aplicando condiciones iniciales:

— (-D)*-0=c > c=1 .. (x+y)2—8y=1

d 3 2 _ .2
La ecuacion diferencial homogénea VL puede resolver con
Mathematica con los comandos: dx Xy

eqn=y’ [x]5-(x"2-3y[x]"2)/(x*y[x]);
sol=DSolve[eqn,y,x]
2 2
X 2xc1 X 2xc1
{{y®Function][ {x}, 2 1}, {y®Function| {x}, 2 1}}



Ecuaciones diferenciales homogéneas

Las curvas de solucion de esta ecuacion diferencial que aporta Mathematica
se muestran enseguida:

EJERCICIOS 2.2

Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

B

10.

11.

12.

13.

xy=y—x
xy'=y+x
(x—y)dx+(x—y+1dy=0

, Y +x
2xy

d

dy _x.y

dc 'y x

(y+\/m)dx=xdy
x(x+y)dy:()c2 +y2)dy
Xy —y=x'e"

xy’ = x’senx+y
(y+x)y=x-y
Tx+2y)y =-2x-Ty

(
(3y2+x2)y'+2xy+3x2 =0
(

Solucion general

c

y=xln—
X

y=xlncx

2x+y)=Inc2x-2y+1)

Y -xt=cx
2
Y
= =2In|x[+c
x

Inx=senh"2+c
X

2
AR lncx(l—z)
x x

y=xe" +cx

y=—xcosx+cx
Y +2xy—-x’=c
Y +Txy+x*=c

y3+xzy+x3 =c

2xy+x2+3y2)y’+(y2+2xy+3x2):0 (y+x)(y2+x2):c
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14. (2xy+2y2+x2+y2)y'+(2x2+2x)7+x2+y2)=0

(y+x)(y2+x2):c
, 3y—4dx
15, y'=— (y—x)(y—2x)=c
2y—3x
16. x* -y =xyy’ xz(x2—2y2):c
d —x+1
A A (y—xz)—12y—2x=c
dx y—x-6
d +y+2
18. i y=3ln|x+y—l|+x+c
dx x+y—-4
19. (x2+2xy)y'=—3x2—y2—2xy +x’y+xy’=c
20. (x2 + 2xy)y' =-—2y*—3xy Py +x’y=c
Encontrar la solucién particular correspondiente a las condiciones inicia-
les dadas:
Respuestas:
21. (3xy2+x3)y’=3y3+x2y y=2x
para y(1)=2 vy +x*y=10x"
22. (3xy2 —x3)y' =3y’ —x%y
para y(1)=0 y=0
23 y,:y—x+8
y—x-1
para y(l)=-2 (y—x) =2(y-x)=18x-3
24. y':l_z
y—x+7
1 1 2
para y| — |=— (y—x) +14y+4x=9
2) 2
25. (y—x)y'+y=0 .
para y(0)=1 ye; =1
26. X’y =y +xy .
para y(1)=1 xe’ =e
27. (xz +xysenz)y’ = y’sen>
X X

para y(l)= % y=—e
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28. [1—2(x+y):|y’+x+y+120 para y(1)=0
Sugerencia: v=x+y In(x+y)+x—2y=1
29. xcoszy’zycosz—xsenz
X X X
para y(I)=— xsens =1
2 X

30. (xycosz + xzsenz)y' =y’ cos >
x X X

™ y m
ara y(1)=— sen==—

7 PU)S = DS =

Elegir la opcién que contiene la solucién particular de la ecuacion dife-

rencial dada:

y ¥
31. x(e”—ljy’zex(y—x) para y(1)=0
y
a. y=e*+1
b. y=xe;—1

c. No puede usarse cambio de variable.
d. No se puede integrar por los métodos directos.

v y
sen— seni

32, xe * cosXy’ =x"+ye * cos> para y(1)=0
X X

a. x=e *+1

b. x=e *=2
senl
c. x=e *
senl
d x=e *-1
-2x+1
33. y’:L para y(0)=2
y—2x—1
a. x—y—21n|3—y+2x|=—2
b. x—y+2ln|y—2x-1=-2
c. x—y+2ln|3—y+2x|=c
d. x—y+21n|y—2x—1|=c
34. (x+2y)y'=-y-2x para y(-2)=2

a. xy’+x’y+x’=c
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2 2
y—2=ln cx
X 2y+x

2 4 2
y—zzln al
X 2y+x

d y+xy+x' =4

35. (2x+3y)y’ =2(x-y) para y(-1)=1

a.
b.

3y" +4xy—2x*+5=0
No puede aplicarse la sustitucién y=vx porque la ecuacién no es
homogénea.

No puede aplicarse la sustitucién x — y=v porque la ecuacién no es
homogénea.

3y" +4xy—2x"=-3

Respuestas:
31. a. Laopcién a no considero la constante de integracion.

32,
33.

34.

35.

La opcién ¢ niega el hecho de que si puede usarse el cambio de va-

v

. . e’ — dx .
riable y=vx La d opina que —dv=— no puede integrarse,
v—e X

siendo que ya es de variables separables y la integracion es inmediata.
En las opciones a, b y d se aplicaron mal las condiciones iniciales.
La opcién b no tom6 la integral correspondiente al diferencial de v.
En la opcidn ¢ no se aplicaron las condiciones iniciales. La opcién d
contiene los errores de las opciones b y c.

En la opcién a faltan las condiciones iniciales. En las opciones by ¢
hay error en la integracién de la variable v.

En la opcidén a estdn mal aplicadas las condiciones iniciales. La op-
cion b ignora que la ecuacién si es homogénea y permite el uso de
y=vx. La opcién ¢ contempla una sustitucién no apropiada.

Ecuaciones diferenciales exactas

Definicién 2.5
Dada la funcién z = f(x,y) se dice que la expresion dz = f.dx+ fdy es
su diferencial total.

Donde f, y f, son las derivadas parciales de la funcion f(x,y) con respecto a
cada una de las dos variables independientes; ademads, se supone que estas deri-
vadas parciales son continuas en una regién R del plano xy.
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—EJEMPLO 1

Sea z=4x"y—2xy’ +3x

= dz= (Sxy— 2y’ +3)dx+(4x—6xy2)dy

\— es la diferencial total de la funcién z.

— EJEMPLO 2

Sea z=e" +xy

= dz= [ley +dex—[i2ey —x]dy
y y

\_ es la diferencial total de la funcion z.

Si se toma el lado derecho de la expresion y se iguala a cero, entonces:

Definicién 2.6
Laigualdad M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 es una ecuacion diferencial exacta,
el primer miembro es una diferencial total.

Es decir: Si df =fdx+ fdy= fdx+ fdy=0es una ecuaciéon diferencial
exactay f, =M(x,y), f,=N(x,y). Encontrar la solucion de una ecuacién di-
ferencial exacta es hallar una funcién f(x,y) tal que su diferencial total sea
exactamente la ecuacién diferencial dada. Usando la notacion de la derivacion
parcial, se tiene:
9 )
m=2L n-%
ox dy
Si se vuelve a derivar estas igualdades, pero cada una con respecto a la otra
variable:

oM _9'f oON _ d'f

dy Jydx ox  Oxdy

Por el célculo se sabe que si las derivadas parciales son continuas entonces:

9’ f B 9’ f
dydx  dxdy
oN

M
Esto significa que: m =—
dy ox
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Por tanto, si la ecuacidn es exacta se cumple esta condicién. Por eso se es-
tablece el siguiente teorema.

TEOREMA 1. La condicién necesaria y suficiente para que la ecuacién dife-
rencial M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0 sea exacta es que:

oM OoN
dy ox
La explicacién anterior demuestra el teorema. Para ver si una ecuacién di-
ferencial es exacta se aplicard inmediatamente.

— EJEMPLO 1

Sea la ecuacion diferencial: xsen ydx+ ycosxdy=0. ;Es exacta?
Sean M =xseny y N =ycosx

oM ON
= — =XC0Sy, — =—ysenx
ox

dy

\— Como xcosy#—ysenx, no es exacta.

— EJEMPLO 2

Averiguar si la ecuacién diferencial

e’ dx+ xe’ dy=0 es exacta
N

m_, N _
ay  ox

ey

\_como M =N =e’, sies exacta.

— EJEMPLO 3

Dada la ecuacién diferencial xdy—ydx =0, aplicar el teorema para probar
que no es exacta.

M, =1, N =-1, M_#N,

Si se intercambian los diferenciales, las derivadas parciales deben obtenerse
con respecto a la variable independiente que no estd multiplicando a la funcién.

oM N .
Asi, en este caso M =x , N =—y, en vez de tomar 8_ y — como indica

ox
ON Y
el teorema, se toma — y —.
— dy ox
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METODO DE SOLUCION:
1. Dada la ecuacién diferencial se ve si es exacta.

2. Se aplica la definicién:
fe=M(x,y) obien f =N(x,y)
3. Se integra con respecto a x o con respecto a y.
f= J.de obien f= JNdy
4. Al resultado se deriva con respecto a y o bien con respecto a x.

f, :a%jde f, =(%_[Ndy

5. Seiguala el nuevo resultado a N o bien a M.

6. Se integra por dltima vez la ecuacion.

—EJEMPLO 4
Resolver la siguiente ecuacién diferencial
(6xy - 2y2)dx + (3x2 — 4xy)dy =0, si es exacta.
1. M=6xy—2y> N=3x"—4xy
M =6x—-4y, N =6x—4y

Es exacta porque M, =N, .

2. Existird una funcion f tal que f =M(x,y)y f,=N(x,y), por defini-
cidn; se toma cualquiera de las dos igualdades, por ejemplo:

fi=M@.y)= f,=6xy-2y"
3. Integrando con respecto a x
[ .= [(6xy—2y)ax

f=3x"y=2xy" + f()

La constante arbitraria de integracién serd una funcién de y, puesto que
y funge como constante en esta integral.

4. Derivando con respecto a y:
[, =3 —4xy+ f(y)

5. Se sabe que fy = N(x,y) por definicién, entonces:

f,=3x"—4xy
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Como dos cosas iguales a una tercera son iguales entre si:

3x° —dxy+ f/(y)=3x" —4xy = f(1)=0

6. Integrando: f(y)=c
.. La solucién es: f(x,y)=3x>y—2xy* +c
o bien, 3x’y—2xy’ +c¢=0, o bien, 3x’y—2xy’ =c¢

La comprobacién se reduce a encontrar la diferencial total de la fun-
cién solucioén.

Se obtiene el mismo resultado, si en vez de tomar la ecuacion

— S =M(x,y), setoma f, =N(x,y)

—EJEMPLO 5
Verificar la solucion del problema del ejemplo 6, tomando f, = N(x, y):
1. Sevioque M, =N,.
2. f,= 3x% —4xy.
3. Integrando con respecto a y:
[ £,=[(3x* - 4xy)dy
[=3y=2xy" + f(x)
4. Derivando con respecto a x:
[, =6xy=2y" + f'(x)

5. f.=6xy—2y’+ f'(x)=6xy—2y" = f'(x)=0.
6. Integrando: f(x)=c

— ~.3x°y—2xy” = ¢ es la misma solucién obtenida anteriormente.

— EJEMPLO 6

Resolver la siguiente ecuacién diferencial, si es exacta:

(2y—2xy” +4x+6)dx +(2x—3x"y* —1)dy=0 para y(-1)=0

_ 2 _ P
1. M, = 2—-6xy" = N, si es exacta.




2. f =M(x,y) por definicion, entonces:

f.=2y=2xy’ +4x+6

3. Integrando con respecto a x:

f=2xy—x2y3+2x2+6x+f(y)

4. Derivando con respecto a y:

f,=2x=3x"y" + f'(y)

5' f:v :N(-x’y)

2x=3x*y + f/(y) =2x=3x"y’ = 1= f'(y)=-1

6. Integrando:
J)=-y+c
.. la solucién es:
2xy—x’y’ +2x> +6x—y=c; para y(-1)=0
2(-1)*+6(=1)=c
c=—4

5 2xy—x"y +2x% +6x— y+4 =0 es solucién particular.

— EJEMPLO 7

Resolver (2x+6x”y)dx +(3x* = 2xy)dy =0

1. M=2x+6x"y N =3x"—2xy
— 612 — 0,2
M, =6x N =9x" -2y
M, #N, .. No es exacta.

Ecuaciones diferenciales exactas

Observando la ecuacion, vemos que puede dividirse entre x # O por lo que:

(2+6xy)dx +(3x> = 2y)dy=0
=M =6x=N, yaesexacta.
2. f,=M(x.y)
f.=2+6xy
3. Integrando con respecto a x: f =2x+3xy+ f(y)

4. Derivando conrespecto a y: f, = 3x7+ f(y)
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5. f,=N(x,y)

33+ f(0)=3x" =2y = () =2y

6. Integrando: f(y)=—y’+c¢

S2x+3x°y—y =¢

— Solucién que satisface a las dos ecuaciones diferenciales.

Mathematica empieza por definir las funciones M y N como Py Q, y después
verifica las condiciones de exactitud. Por ejemplo, para la ecuacién diferencial
dy 11+5x>=2y"
dx 3+sen y+4xy

P[x ,y ]:=—(5 x"2-2 y"2+11)
Q[x_,y_l:=(Sin[y]+4 x*y+3)

Simplify[D[P[x,y],y]-D[Q[%,¥],X]]

o
, __=P[x,y[x
ean=y' (x1==" Y g
, 11+5%x° -2y[x7T
y [X]==

3+8in[y[x]]+4xy[x]
sol=DSolve[eqn,y[x],X]

3

Solve|:—llx—5§ -Coscos[y[x]]+3y[x]+2xy[x]"==C[1] ,y[x]:|

Para verificar esta solucion:

Solve[D[sol[[1]1],x],y'[x]]
O

Simplify

{{y‘ [x]—>

11+5x*-2y[x7T
3+8in[y[x]]+4xy[x]

sol[[,1]]

ContourPlot Evaluate[
Ayvlx]l—>y

:|I{XI_5I5} I{YI_S 15}



Ecuaciones diferenciales exactas 61

EJERCICIOS 2.3

Determinar si las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas; resolverlas
si lo son.

1. (2x-5y+2)dx+(1-6y—5x)dy=0
Respuesta: x> +2x—3y° +y—Sxy=c

2. (20" —4y+4x-3)dx+(3xy’ —4x)dy=0
Respuesta: x*y’ —4xy+2x>—3x=c

3. (16xy—3x)dx +(8x” +2y)dy=0
Respuesta: 8x°y—x"+y" =c¢

4. (-20x” +6x)dx +(3y” —20x7y)dy =0
Respuesta: 3x* —10x*y" +y’ =¢

5. (e" +y)dx+(ey +x)dy= 0

Respuesta: e* +xy+e’ =c

y 2 1 2
6. (y——ze")dx+(x+—e" dy=0
X X

Y
Respuesta: xy+e* =c

y 2 1 2
7. l=—=e* |dx+(1+—e* |dy=0
X X

y
Respuesta: e* +y+x=c

y 2 Y
8. (I-=¢" |dx+e*dy=0
X

y

Respuesta: xe‘ =c ecuacion diferencial no exacta.
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9. y(1+cosxy)dx+x(1+cosxy)dy= 0

Respuesta: xy+sen xy=c

10. (6xy3 +ysen xy + l)dx + (9x2y2 + X sen xy)dy =0
Respuesta: 3x°y’ —cosxy+x=c

11. (3x2 + ycosxy)dx+(3y2 +xcosxy)dy =0
Respuesta: x’ +sen xy+y =c

12. (4)63 —4xy* + y)dx+(4y3 —4x2y+x)dy =0
Respuesta: (x2 -y )2 +xy=c

1
13. (seny+ i senzjdx+(xcosy——senl)dy:O
X X X

2
X

Respuesta: x sen y+ cos2 =c
X

14. (ycoshxy+2x)dx+(xcoshxy—2y)dy=0
Respuesta: sen hxy+x* -y’ =c¢

15. e" cos ydx —xe” sen ydy =0 para y(0) =
Respuesta: No es exacta.

16. e* cosydx—e* sen ydy=0 para y(0) =
Respuesta: ¢* cosy=-1

17. [cos(x+y)—1]dx+cos(x+y)dy=0 para y(0) =%
Respuesta: sen (x+y)=1+x

18. ¢" sen ydx + (e* cosy+e’ )dy = para y(0)=0
Respuesta: ¢* sen y+e’ =1

19. (2x sen y+ yexy)dx + (xcosy + e"")dy =0 para y(1)=1
Respuesta: No es exacta.

20. (2xsen y+ye”)dx+ (x2 cosy+xe”)dy=0 paray(0)=m

Respuesta: x* sen y+e® =1

21. (\/§+1)dx+(%+l]dy=0 para y(1)=4

Respuesta: x\/§ +x+y=7
22. (4+5y)dx+(1+5x)dy=0 para y(-1)=-1
Respuesta: 4x+5xy+y=0



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

X
l-———— |dx+| 1 ————— |dy=0
(x2+y2)% (x2+y2% ’

Respuesta: x + + y+—=0

) m[

Respuesta —=13

-1-y 2y
[ > —1)dx+—dy=0

X X
Respuesta: 1+y* —x* =4x
ycosxydx +(xcosxy+seny)dy =0
Respuesta: senxy—cosy+1=0

1 1
(—+2x)dx+(——ljdy=0
X y
Respuesta: In|xy|+x*—y=0

1 A 1
(—+ ye”)dx+(—+xe"y]dy= 0
X y

Respuesta: In|xy|+e” =e

1
(Zx—%coszjdx+(2y+—coszjdy=O
X X X X

2 X o2
Respuesta: y" +sen—+x" =1
y

+2x |dx+~1+x*dy=0
[Vl+x J

Respuesta: y\1+x* +x° =6

Ecuaciones diferenciales exactas

para y(0)=-2

para y(9)=1

para y(1)=2
para y(3)=0

para y(1)=1

1
ara y| — |=2
para 5

para y(1)=0

para y(0)=6

Elegir la opcién que contiene la solucién de la ecuacion diferencial dada:

31.

1
(y——]dx+(x+%jdy=0
y Yy
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X
c. xy——=c
y
xZ 2
d l-lny+—+—=c
2 2y

2

32. (2x—4y)dx+(—i—4x)dy20 para y(1)=5
y

5
a. x*—4xy+==c

- Yy
b. ——4xy=0
y
c. f.=-4
2 5
d x —4xy+—+18=0
Yy
33. (e%—ze%—l)dx+(e%+2y)dy=0
by
a. xe%+y2—x=0
y ¥
b. —?6/
c. xe%+y2—x=c
1 y
d. ——26%—%84+2X=C
X X

1
34.( J —lex+(sen"1x+—)dy:0

Vi-x? X X

a. ysen'x+==c¢

c. ysen'x+2=1
X

d. No es diferencial exacta.
1
+— e% ] dy=0

3s. (cosly—lze%)dx+
X 1_y2 X

a. No es diferencial exacta.
1 1 y
b. ——e'r— %e%
1- y2

X X

/4

c. xcos” y+er =c

_ ¥y o
2(1—)72)% X
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Respuestas:
31. ¢. La opcién a no es solucién sino la parcial de M con respecto a y o la
parcial de N con respecto a x. La opcion b tiene un error de integracion.

Laopciéndtomé f,=y——envezde f =y——.

32. d. La opcién a no tomd en cuenta las condiciones )i}niciales. En la op-
cién b no se termind el proceso para encontrar f,. La opcion ¢ da el
teorema M, = N, =—4 pero no es la solucion.

33. c. Laopcién a supone unas condiciones iniciales que no fueron dadas. La
opcién b representa M = N pero no es la solucion. En la opcion d se
tom6 mal f. que debe ser e)/x = Xe}/" -1

34. a. Laopcion b contiene M =N, gero no es la solucién. La opcién ¢
satisface a la ecuacién diferencial pero no nos dieron condiciones
iniciales, asi que no es la opcidn correcta. La opcién d estd incorrec-
ta porque si es exacta.

35. ¢. Laopcion a es falsa, si es exacta. La opcion b representa M = N pero

i - ) x 1y
no es la solucion. La opcidn d tomé f, = ﬁ + —eé por error.
X

-y

Ecuaciones diferenciales
con factores integrantes

Como se vio en el ejemplo 9 de la seccidn anterior, una ecuacion diferencial que
no es exacta puede convertirse en exacta mediante un factor apropiado.

Definicién 2.7

Si existe una funcién F(x,y) tal que F(x,y)Mdx+ F(x,y)Ndy=0 es
exacta, entonces F(x,y) se llama factor de integracion de la ecuacion dife-
rencial Mdx + Ndy = 0.

Conviene notar que una ecuacion diferencial no exacta puede tener varios fac-
tores integrantes; es decir, puede convertirse en exacta multiplicdndola por x7,

X
xy’ %’y

Meétodos para encontrar el factor integrante F(x, y):

, X7y, etcétera.

1. Por inspeccion de la ecuacion diferencial se supone una funcién que lue-
go se prueba por el teorema 1 de la pdgina 56.

2. Si el factor es s6lo funcién de x.

= Fx)= eIp(x)dx

X

donde p(x)=——"-""
p(x) N
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3. Si el factor es sélo funcién de y.

N F(y) _ ejﬂ()’)dy

donde S it
p(y) o

— EJEMPLO 1

Hallar el factor de integracion de la ecuacion: 3ydx +4ydy =0
M =3y N =4x
M, =3 N =4

Como M # N, no es exacta.

Se observa que es de variables separables y su solucién es x’y* =c, pero
también se puede encontrar su factor integrante.

Sea F(x,y)=x"y’ sugerido por la forma de la solucién.
= 3x’y dx+4x’y’ dy=0
T T‘
M, =12x"y’ = N, ya es exacta,
fo=3x%"
f=xy"+f)

f, =43y + f'(y) = 4x*y’

f'(»=0
fy=c
yt=c

que es la solucién que ya se habia obtenido por el método de variables sepa-
\— rables.

Por lo tanto, se puede usar la siguiente regla: Si la ecuacién diferencial es de
la forma pydx + gxdy=0 donde p,qeR

= F(x,y)= x”"lyq_1

Si la ecuacién diferencial es de la forma ydx — xdy =0

1 1 ) .
= —,—5,— son posibles factores integrantes.
X° Xy

Yy



— EJEMPLO 2

Ecuaciones diferenciales con factores integrantes

Hallar el factor de integracién de 4 ydx —xdy =0

M =4, N, =-1, no es exacta.

1
Sea F(x,y)=—
Xy
4 1

= —dx——dy=0
X Yy
wo
M, =0=N, yaes exacta.
4
fo==

X
f=4lnx+ f(y)

f= =
y

f(y)=—Iny+Inc
4Inx—Iny=Inc

=C

Ja\<|>'<_h

=cy

\_ que es el mismo resultado que se obtiene usando separacion de variables

—EJEMPLO 3
Encontrar el factor de integracién de: 3x°ydx + ydy =0

My=3x2, N, =0

. p(y)dy . .,
Probamos si F(x) = eI es factor de integracion.

M —N_ 352 |
= 2% es funcion de x, por lo que se busca F(y) = ej POD

Y
X)=———
p(x) N )
N, -M, 0-3x° 1 .
== =——,siloes,

p(y)= o 3y )

—dy

1
= F(y)=e * =¢™ == con y#0
y

con:
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Multiplicando la ecuacién diferencial por este factor se tiene:
3x7dx+dy=0
M=3x> N=1
M, =0 N, =0, yaes exacta.
[o=30, f=X+ f f,= =1 f()=y+c

X +y=c

La familia de curvas solucién para algunos valores de c es:

—EJEMPLO 4
Resolver mediante un factor integrante:

xtanxdx — ycosxdy=0 para y(0)=2

M =xtanx N =—-ycosx
M, =0 N_ =ysenx
(Existird una F(x) o una F(y) que convierta en exacta esta ecuacion dife-
rencial?:
0—ysenx
px)= Y =tanx
—ycosx

tan xdx _ .
—>F(x)=eJ M el =~ = gecx

COS x

x sec x tan xdx — ydy = 0, ya es exacta
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f. = xsec x tan xdx

f:xsecx—ln|secx+tanx|+f(y)

L= (=-y

f(y)=—y?+c

. xsec x — In|sec x + tan x| _y? =c
Sustituyendo las condiciones iniciales y(0) =2

O(l)—ln|1+0|—%=c de donde ¢=-2

— . 2xsecx —2ln|sec x + tan x| — y* = —4

EJERCICIOS 2.4

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales usando un factor de integra-
ci6én apropiado.

1. x>y dx+x"y*dy=0
Respuesta: factor x’y’. Solucién: x> +y* =c
2. x’senxdx+ xydy=0
1
Respuesta: factor —. Solucién: 2senx —2xcosx+y> =c
X
3. (y+x+2)dx+dy=0
Respuesta: factor e*. Solucién: e* (y+x+1)=c
4. (e’( +y2)dx+(xy—e——2y2]dy =0
y
1 .
Respuesta: factor —. Solucién: e +xy> —y’ =cy
y
5. (xy+ y+y2)dx+(x+2y)dy= 0
Respuesta: factor e*. Solucién: xye* + y’e* =c

6. (2seny —senx + lcosx)dx + (lcosx +xcosy+ fsenyjdy =0
Respuesta: factorxxy. Solucién:yxy Cosx+ X’y sen% =c

7. (2xy + y4)dx + (3x2 + 6xy3)dy =0
Respuesta: factor y*. Solucién: x*y’ +xy° =c¢

8. (6)62)72 —4y* )dx + (2x3y— 4xy3)dy =0

Respuesta: factor x°. Solucién: x*y’ (x2 - yz) =c
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1
9. (%+2)dx+—(1+1nxy)dy=0
X X

Respuesta: factor x. Solucién: ylnxy+x*=c
1
10. —(1+Inxy)dx +£i3—3}zy =0
y y
Respuesta: factor y*. Solucién: xInxy—y’ =c
11, y(1+Inxy+2x)dx+(x—2y*)dy=0

1
Respuesta: factor —. Solucién: xInxy—y* +x°=c¢
y

Encontrar la solucién particular:
2x 2
12. xy+1+—xy dx+x°dy=0 para y(=3)=0
e

Respuesta: factor ¢”. Solucién: xe® +x* =6

13. (4y” —5xy)dx+(6xy—5x7)dy=0 para y(1)=2

Respuesta: factor x’y". Solucién: x*y° —x’y’ =32

14. (ye +x+Ddx+(ye” +e” —x)dy=0  para y(1)=0

Respuesta: factor ¢. Solucion: ye™ +xe™™ =e
15. [~y —cot(x +y)]dx—ydy=0 para y(m) =1
Respuesta: factor sen(x + y). Solucién: ycos(x+y)—sen(x+y)=1

En los siguientes ejercicios probar, mediante el teorema 1, si la funcién
F(x,y) es factor integrante de la ecuacion dada:

16. F(x,y)=xy de (yexy + l) dx + (xe”’ + l} dy=0
Respuesta: Si, pero no lc))C necesita porqu)e]: ya es exacta.

17. F(x,y)=xy de —la’x—ldy: 0
Respuesta: Si, per())c no lo }rjlecesita, se integra directamente.

18. F(y)=y de (—senx+y)dx+ (% + 2xjdy -0
Respuesta: Si. g

19. F(x)=x de (ycoshx + Xsenhxjdx + sen hxdy =0
Respuesta: Si. *

20. F(x)=e" de (e"seny+2xy)dx +(e* cosy+x>)dy=0

Respuesta: No, pero la ecuacion es exacta.
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21. F(x,y)=xy* de (6y—24xy’)dx+(9x—56x"y*)dy=0
Respuesta: Si.

X Y
22, F(x,y)=+x"+y de | ——=+y |dx+| —=—=+x |dy=0
}x2+y2 x2+y2

Respuesta: No, pero la ecuacion es exacta.

En los siguientes ejercicios elegir la opcién que contiene un factor de
integracion de la ecuacion diferencial dada:

23. (y—xzys)dx+(§x—x3y4)dy20
x2y4
b. x*y’
c. xy’
d. x’y
24, dx+(x—-y+6)dy=0
a. e
y
b. e
c. e
d. e
25. (xy’senhxy+ ycoshxy)dx + (x*ysenhxy + 2x cosh xy)dy = 0
a.y
b. x
Yy
c. =
X
i

d.

y
26. (1+xy)dx+(f+x2]dy: 0
y

1
a. —
y
b. x
c.y
1
d —

X

En los ejercicios siguientes, elegir la opcion que contiene el factor inte-
grante y la solucién de la ecuacién diferencial dada:

27. (2+X]dx+(£+2jdy= 0
X y
a. Factor: x*y*. Solucién x*y+xy’ =c¢
b. Factor: xy. Solucién 2x+2y=c
c. Factor: xy. Solucién x’y+xy* =c¢
d

2 1
. Factor: x”y*. Solucién §)c3y2 +5x2y3 =G
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28. (y+iw)dx+(x+%)dy=0
e” e”

Xy
a. Factor: ¢'. Solucién —e” ——e" =¢

y X

b. Factor: €. Solucién e” +x+y=c

2

Y

c. Factor: e’. Solucién e® +? =c

2

Y

d. Factor: ¢”. Solucion e® +7 =c

29. (y

1
—cosxy+—25enxy+3y3)dx+(cosxy+3xy2)dy= 0
x

X

.-, 3
a. Factor: x. Solucién xsenxy+x’y’ =c¢

b. Factor: x°. Solucién —x’ysenxy+2xcosxy+9x°y* =c

c. Factor: x. Solucién —xzy senxy + 2x cos xy + 9xzy2 =c

d. Factor: x*. Solucién xsenxy+x’y’ =c¢

30. (%+5x4y\/5)dx+(§+x5\/5jdy: 0

a. Factor: \/E Solucion %\/E +—=c

x6
y 6

5
b. Factor: xy. Solucién xy+ Exﬁyz\/g + 10x5y\/5 =c

1
c. Factor: . Solucién /xy +x’y=c
2\/xy

d. Factor: \/E Solucién —Ly+ 1 +5x* =c¢
Aay)? 2N

Respuestas:

23. b. Elresto de las opciones no satisface el teorema de exactas.

24. d.

25. a.

26.c.yd.

27. ¢. Laopcién a muestra la solucién correcta, de hecho, derivando y sus-
tituyéndola en la ecuacidn, la satisface; sin embargo, el factor no es
correcto; no cumple con el teorema de exactas. La opcidn b tiene el
factor correcto, pero la expresion dada como solucidn es, en realidad,
M =2x+2y=N, lo que demuestra que con el factor integrante la
ecuacion diferencial dada se convierte en exacta pero no es la solu-
cién. La opcidn d presenta una solucion dependiendo de que estuvie-
ra correcto el factor de integracién que propone.

28. b. Laopcion a presenta una exponencial que no es factor de integracion

y una solucién equivocada, pues se tomé f, = N suponiendo el fac-
tor correcto. La opcidn ¢, ademads de no tener un factor correcto, tiene
en la solucién el resultado de igualar f, = M suponiendo el factor
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correcto. La opcién d tiene el factor adecuado, pero error de la solu-
cion de la opcidn c.

29. d. Laopcién a tiene mal el factor de integracion. La b tiene un correcto
factor integrante; pero la expresién que funge como solucién es
M =N,y no lasolucion. La c tiene los errores de a y b.

30. c. Laopcion a tiene un factor correcto, pero la solucién errénea provie-
ne de haber igualado f, a N. La opcién b supone correcto el factor que
propone y toma M _como la solucién. La opcién d tiene el factor co-
rrecto, pero toma como solucion M, = N.,.

Ecuaciones diferenciales lineales

Se vio en el capitulo 1 que las condiciones para que una ecuacién diferencial
fuese lineal son: a) la variable dependiente y y todas sus derivadas son de primer
grado, y b) cada coeficiente depende solamente de la variable independiente x
(o constante).

Definicién 2.8

La forma general de una ecuacion lineal de primer orden es y” + f(x)y = r(x).
Si r(x) es idénticamente igual a cero, entonces la ecuacién se llama lineal
homogénea (no en el sentido de polinomio homogéneo, sino como el nom-
bre que da el dlgebra lineal a las ecuaciones igualadas a cero); si r(x) #0
entonces es lineal no homogénea.

METODOS DE SOLUCION

Si r(x) =0 = es de variables separables.

Si r(x) #0 = 1. Método del factor integrante.

2. Método de variacién de parametros.

Y la forma de la solucién es:

Para r(x)=0 = r(x)=0
Para r(x) 0 => y= eijf(x)dx [J‘e'[f(x)dxr(x)dx + c:l

Se obtendrd la solucién para r(x) # 0, usando el método de factor integrante y
el de variacién de pardmetros.

1. Método del factor integrante. Buscaremos un factor que nos convierta
la ecuacién diferencial y"+ f(x)y=r(x) en exacta y se resolverd por el
método de las exactas.
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El hecho de que la solucién general de la ecuacién diferencial homogé-

. -[reod . o
nea correspondiente sea y =e Jra ", sugiere la posibilidad de que un fac-

c Fx)dx
tor para la no homogénea sea de la forma eI .

Se probard esto. Multiplicando la ecuacién por este factor, tenemos:

ejf(.x)dxy, N f(x)yejf(.x)dx _ r(x)ejf(x)dx

Al observar el primer miembro de la ecuacion, se ve que estd y en un
término, su derivada y” en otro y la exponencial que acompaifia ala y es la
derivada de la exponencial que acompaiia a y’, realmente se puede expre-
sar como la derivada de un producto de funciones:

i(e'[f(x)dxy)
dx

Entonces: i(ejf(x)d"yj _ r(x)ejf(x)dx
dx

Fxdx Fx)ax
Integrando con respecto a x: eI y= _[r(x)ej +c

- reoax fnd -
Jreoa _[ej ’ Xr(x)+c} que es la solucién ge-

Despejando y:y=e
neral ya indicada y satisface a la ecuacion lineal.

F(x)dx L . _
Como eJ nos llevo a la solucidn propuesta, es el factor de inte-

gracion que convierte en exacta a la ecuacién diferencial lineal no homogé-
nea. Por ello, no es necesario memorizar la féormula de la solucidn, basta
buscar el factor, multiplicar la ecuacién por €l y resolver por exactas.

— EJEMPLO 1

Dada la ecuacién diferencial dy+ (3x2y -x° )dx =0, ver si es lineal y resol-
verla por medio del factor integrante.

Se acomoda segin la forma indicada: y"+ f(x)y=r(x) quedando:

d
—y+3x2y= x°
dx

Si es lineal, con f(x)=3x"y y r(x)=x"

Su factor integrante tiene la forma:

3

(x)d 3x%d ;
F()C)ZeJ.f(X)xzej e

Multiplicando la ecuacién, tenemos:

exsdy+ e* (3x2y - xz)dx =0



—

L,
=—+ce
Y73
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M=e" (3x2y—x2) N=¢"
M, =3x%" N, =3x%", ya es exacta.
Entonces:

3 3 3 1 3
fi=e"3ey-e’e f=ye’ 3¢+ )
fi=et +f(n=e =0y fn=c

L,
y=—+ce

73

Aplicando directamente la férmula obtenida mediante el factor de integra-
cién, llegamos a la misma solucién:

y= eiI}xzw [J‘ehmx (xz)dx + c}

y= e [je‘gxzdx + c]

3 1 3
=e " |=¢e" +c
Y [3 }

—X3

2. Método de variacion de parametros. Es un procedimiento bastante usual

en matematicas introducir cambios de variables, hacer sustituciones o reem-
plazar funciones por otras mds sencillas que faciliten el proceso operativo.

Se sabe que la solucion general de la ecuacién diferencial homogénea

de primer orden y’ + f(x)y=0,es: y= ce_Jf(x)dx.

Como nos interesa una solucién general para la ecuacién diferencial
lineal no homogénea:

V' + fx)y=r(x)

se realizard la siguiente variacion de pardmetros en la solucion general de
la homogénea:

Seac=u(x) y v= eijfmdx

Entonces, y(x)=u(x)v(x) serd una solucién de la no homogénea,
siempre y cuando podamos encontrar una funcién u#(x) tal que dicha solu-
cion satisfaga a la ecuacion. Si es solucion, lo cual se supondrd de momen-
to, entonces derivdndola y sustituyéndola en la ecuacién homogénea, se
tiene:

y=w'+u'v
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=S w' +u'v+ fuv=r

wv+(OW+ fu=r

Como v es la solucién de la homogénea, el paréntesis se hace idénti-
camente cero, ya que siempre que se sustituye la raiz o solucién en una ecua-

L ) r
cidn, ésta se hace cero. Se obtiene entonces: u’v=r de donde u’ =—.
y

L r
Integrandola, u = J—dx +c.
1%

La funcién u existe porque v # 0 es solucién, entonces y = uv es solu-
cién de la lineal no homogénea y toma este aspecto:

o J‘ r(x)

jf(x)dx

Es decir, y:efff (o) [J‘ejfmdxr(x)dx+c} que es hacia donde se
queria llegar.

— EJEMPLO 2

Resolver por variacién de pardmetros: y" =2y + x.
Se ve que y’'—2y=x es lineal, donde f(x)=-2, r(x)=x.

La ecuacion diferencial homogénea correspondiente es y'—2y =0 que tiene
como solucién: y = ce**

Tomando ¢ = u(x), v(x)=e> y sabiendo que la funcién u estd dada por

u= rix )dx+c
v(x)
1
= uzj%d)ﬁ%‘:—ie_“——e_“ +c
e’ 2 4

Como la solucién de la homogénea es y = uv, entonces:
X o 1 —2x 2x X 1 2x
=|——e " ——e"T+cle =————+ce
y ( 1 ) y y=-7-7

Aplicando directamente la férmula obtenida mediante el factor de integra-
cion, se llega a la misma solucidn.

y= eJM Uejmxdx +c}

y=e [je‘“xdx + c]



Ecuaciones diferenciales lineales

— EJEMPLO 3

Resolver por variaciéon de parametros:

(x> +16)y’ —xy=x

, X o x
YT r16) T 16

La ecuacién homogénea correspondiente es:

X
’_ :0
Y x2+16y

Con la solucién: y=cvx*+16

X
(77 %x2+16)
Sea v(x)=+x"+16 y c=u(x)=J—dx+c
Vx*+16

x +1

= u= dx+c

(x? +16)3/2

1

U=———
Jx?+16

+c

1

Sy=uw=| ————
( Jxi+16

+c] x> +16

y=cVx*+16-1

\_ que es la solucién general de la ecuacion dada.

— EJEMPLO 4

Resolver por cualquiera de los dos métodos: factor integrante o variacion de
parametros; o bien, aplicando la férmula general:

_ 1
x+y’

’
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Se ve que no es lineal, pero tampoco se puede resolver por variables separa-
bles, no es exacta ni homogénea. ;Qué se puede hacer? Tomando la funcién
reciproca:

dx Ly dx 5

—=x ——x=

dy yy dy y
Ya es una ecuacion diferencial lineal en x.

g(y)dy -)dy - e ..
J =e J = ¢’ multiplicando la ecuacién:

Usando el factor integrante F = e
edx—e™ (x +y )dy =0

M=e¢" N=—e‘~"(x+y3)

My =—e’ N _=-e’, yaesexacta.
fo=e”
f=xe"+ f(y)

fy=—xe” + fi(y)=—xe” —ye
fy)==y'e”
f)=ye " +3y’e” +6ye” +6¢ +c¢
sxe e (y3 +3y° +6y+6) —c
e (x+y +3y7 +6y+6)=c
obien (x+* +3y* +6y+6)=ce’
Comprobacion: derivando la variable x con respecto a y:

d
—x+3yz+6y+6:ce'v
dy

y

3 2
d—x+3y2+6y+6:ey(x+y +3y, +6y+6J
dy e

dx ;
—=x+y
— dy




EJERCICIOS 2.5

Resolver por el método de factor integrante o por la férmula general.

1.

10.
11.
12.

13.

Ecuaciones diferenciales lineales

(31—8)dx+3dy:0
X

Respuesta: factor x. Solucién: 3xy—4x* =c¢

(x+zjdx—dy20
X

Respuesta: factor —. Solucién: y=x"+cx
X

5
(—y—24x2)dx+5dy: 0
X
Respuesta: factor x. Solucién: Sxy—6x* =c¢
dy 2x
A =e
dx Y
Respuesta: factor ¢™*. Solucién: y=e** +ce*
dy 2x
—+y=e
dx Y

. 1 _
Respuesta: factor e¢*. Solucion: y= gezx +ce™"

y +3x’y=x’ . 1
Respuesta: factor ¢* . Solucion: y= = +ce™”

3

Yy +(cosx)y=cosx

—senx

Respuesta: factor ¢*"*. Solucién: y=1+ce

’ Y _ 4
y—==x
X 1 xS
Respuesta: factor —. Solucién: y= "y +cx
by

xy’ —2y=3x"+2x

Respuesta: factor —. Solucién: y=3x"Inx—2x+cx’
x

xy’ +4y=9x" +2x’ 5

Respuesta: factor x*. Solucién: y= x’ +7x3 +ox

xy’ —3y=5x"+x -

Respuesta: factor —. Solucién: y= ExS - x*+ex’
X

xy +4y=x"¢"

Respuesta: factor x°. Solucién: x‘y=e"+c¢

xy’ =3y =x"senx

Respuesta: factor = Solucién: y=x’(—cosx+c)
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80 Capitulo 2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

14. xy'—5y=x"sec’ x

1 .
Respuesta: factor —. Solucion: y= x° tan x + ¢x”

x
15. x*y'+2xy=3e"

Respuesta: factor x°. Solucién: 3x’y=¢e"* +¢
Resolver por el método de variacidn de pardmetros o por la féormula general.

16. y'—2y=-6, u=3e " +c. Solucién: y=3+ce**
1

x 1 X
17. ¥ -2y=x, u=e>*| ===~ |+c. Solucién: y=—=——+ce**
e 5-1) R
Z g X2 3
18. y,—x)’:Xze)%, u=%+c.SoluCi(’)n: y=e 4[%+c}

19. xy'—2x’y=¢", u=Inx+c. Solucién: y=e* (Inx+c)

—senx —senx

20. y'+(cosx)y=(seczx)e , u=tanx+c. Solucién: y=(tanx+c)e

2 2
21. y' —(senhx)y=xe®™, u= % +c . Solucién: y=e™™ (% + cJ

1 1 |
y

22. y'- 5. Solucién: y=ce™ * -1

1+x° - I+x

23. y'+(Inx)y=Inx. Solucién: y=1+ce" "™

24. y'+ (1 i 3x2)y =3+9x”. Solucién: y=3 +Cex(_1_X2)
Bt

25. v +(sec = cosx. Solucion: y=
Y ( x)y * Y sec x + tan x

Resolver las siguientes ecuaciones para las condiciones iniciales dadas y
usando dos métodos (como comprobacién uno del otro).

26. y'+y=e " para y(0)= —i

1
Respuesta: y=¢" ( xX— _j
4
27. y'—(tanx)y= xsecx para y(0) =/

2
Respuesta: y=secx % +/m )

1 3
28. y'+ y= ara y(0)=4
\/1 _ 2 \/1 _ 2 p y
Respuesta: y=3+ e
’ 1 tan”' x
By para y(0)=0
tan~'x

Respuesta: y = xe”



Ecuaciones diferenciales lineales

, sen x
30. Y +(secxtanx)y=——
cos” x

Respuesta: y=1+5e

para y(0)=6

1-secx

En los siguientes ejercicios elegir la opcién correcta.

31. Dada la ecuacién diferencial de primer orden: yy’—x* = xe"
a. Eslineal en y porque y y ¥ son de primer grado.
b. Es lineal en y porque cada coeficiente depende solamente de x.
c. No es lineal en y porque y no estd elevada al exponente 1, sino al
exponente —1.
d. No es lineal en x porque es lineal en y.

S - 1 _
32. Seala ecuacién diferencial lineal: y"+ —y= 1; el factor integrante
que le convierte en exacta es: V1-x

=
—sen” x
e

a.
b esen’lx

sen”! y

c. €
d e—sen"y

. 8 . .
33. Dada la ecuacién y — 2 888x®, el factor integrante que la convierte
en exacta es: *

-8

a

b

c. No necesita factor integrante porque ya es exacta.

d. No necesita factor integrante porque puede resolverse por la férmula
general de las lineales.

34. Seala ecuacién diferencial y’ —(tan x)y = x (qué forma tiene u(x) para
que y=uv sea solucién de esta ecuacién?

X
a. u= J. dx
CoS X

b. u= chosxdx
1

CcoS X
d. u=x

C. u=

35. Sea la ecuacion diferencial y'—(Inx)y=1 ;qué forma tiene v(x) para
que y=uv sea solucién de esta ecuacién?

a. v= ex(l—lnx)

X
e
b. v=J‘ dx
exhx

c. V= ex(lnx—l)

a . J_ exlnx—x dx

e)(
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82 Capitulo 2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

36. Seala ecuacién diferencial xy’—2x*y = e (vea ejercicio 19) ;qué fun-
cién u(x) esla que debemos tomar para hallar la solucién por el método
de variacizén de pardmetros?

a. u=e"
b. u=-2x
c. u=Inx

d. u=Inx+c

37. Las condiciones de linealidad en x son:

a. yy sus derivadas son de primer grado.
Las funciones forman una combinacion lineal.

b. Los coeficientes son funciones de x solamente.
vy sus derivadas son de primer grado.

c. La ecuacién debe ser de primer orden.
Los coeficientes son funciones de x solamente.

d. Las funciones forman una combinacion lineal.
La ecuacién debe ser de primer orden.
38. Dada la ecuacién x’y’+2xy=e", encontrar la opcién que contiene un
paso intermedio de la solucién, usando la férmula general.

a. y=x" (Iexdx +c)

b. y

X

_ e
X J‘—de+c

X

X

L€
c. y=x*||x7?=dx+c
x2

d y _ efjf(x)dx

39. Sealaecuacion lineal xy’—y= x’sec’ x, encontrar la opcién que contie-
ne un paso intermedio de la solucién, usando la férmula general.

a. y:x’l(_[xzseczxdx+c)
y=x_1tanx

e, yzx(jseczxdx+c)

d. y:x(_[xzseczxdx+c)

40. Dada la ecuacién lineal xy”+ y=cosx, ;qué opcién contiene la solucién
general?
a. y=x"(xsenx+cosx+c)
b. y=senx+c
c. y= x " +e

y=x"(senx+c)



Ecuaciones diferenciales lineales

Respuestas:

31. ¢. La ecuacion debe tener la forma y"+ f(x)y=r(x) despejando y” se
tiene:
. x* xe'
y-——="
y y

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

. Laformadel factorintegrante es (paralaslinealesenx) F(x) =

. Porque u= _[

., c
. La opcién a toma como r(x) = xcos x; en vez de

a es falsa porque el grado de y es —1. b es falsa porque —x° y xe*
coeficientes de y™', no de y. d es falsa porque si tomamos el reciproco:

dx y
dy xe*+x°

tampoco cumple la linealidad en y.
. [

Por eso no pueden ser ni a, ni ¢, ni d.

. La a estd mal porque la integral es positiva (ver ejercicio anterior).

La c sugiere que es exacta, lo cual es falso, como puede comprobarse
por el teorema de las exactas. La d no estd del todo bien, puesto que
la solucién general siempre involucra a dicho factor, aunque obvia-
mente puede resolverse la ecuacion sin obtenerlo en primer lugar.

r(x)
—dx=
v(x)

) cosx )
En a no se considera el cociente correcto. En ¢ se toma, en realidad,

la funcion u con la forma de la funcién v. En d, se toma r(x) nada
mas en lugar de la integral antedicha.

%dx

En a se tom6 mal el signo. En b aparece la forma de la funcién u(x).
En d todos los conceptos estan revueltos.

. Enasetoma v(x) en lugar de u(x). En b se toma f(x) en lugar de

u(x). La opcidn c tiene la funcion correcta, pero le falta la constante
de integracién para que aparezca como solucién general al multipli-
car por v(x).

. ay c presentan, cada una, una condicién correcta. d no responde a la

definicion.
7'[201)( Igdx eX L.
y=e ¥ Ie ¥ —dx+c | Automaticamente no cumplen b, ¢ y d.
X

—dx —dx
y=e ¥ [Iej * xsec’ xdx+c} Por eso no cumplen a, by d.

OS X

. La opcién b

contiene a la funcién u(x) por el método de variacién de parametros,
pero no es solucién. La opcidn ¢ muestra a la funcién r(x) del mis-
mo método.
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84 Capitulo 2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Resumen

Variables separables

fx)dx +g(y)dy=0

Método de solucion: integracion directa.

Homogéneas
v+ g(u) =0, donde u = f(x,y).
Método de solucion: sustitucién apropiada.

Muy usual: y=vx.

Exactas
M(x,y)dx + N(x,y)dy=0.
oF(x,y) _M oF(x,y) _

Definicion: N
ox dy
. O0M ON
Teorema: es exacta si — = —
dy ox

Método de solucion:

. Tomar f =M o fy=N

. Integrar en x o integrar en y.

. Derivar con respecto a y o con respecto a x.
. Igualar el resultado a N o igualar a M.

N A W N =

. Integrar.

Factores integrantes
F(x,y) es factor integrante si FMdx + FNdy = 0 es exacta. Si el factor es funcion de x:

p(x)dx M_N
Jreoa donde p(x)=—"——"—

—>F(x)=e N

Si el factor es funcion de y:

= P =" donde ply) ===

Si el factor es funcién de x y y, se obtiene por inspeccidn, por tanteo o por métodos que
no se van a considerar en este curso.

Método de solucién: Multiplicada la ecuacion por el factor integrante, se resuelve por
exactas o por variables separables segin el caso.

Lineales

Condiciones de linealidad:
1. La variable y y todas sus derivadas son de primer grado.

2. Cada coeficiente depende solamente de x (o constante).



Autoevaluacion

Forma general: y' + f(x)y=r(x)

ff(X)(

. - ix .
Sir(x)=0—>y=ce , es solucion.

Sir(x)20—>y= eijm)dx Dejm)dxr(x)dx + c}, es solucién.

, . . ., . f(x)dx .
1. Método del factor integrante: si la jecuacmn es lineal en x — F(x) = eJ .Sila
Sy

ecuacion es linealen y = F(y)=e . Al multiplicar la ecuacidn por este factor

se convierte en exacta y se resuelve por exactas.

2. Método de variacién de pardmetros: y =uv es la solucién, donde:

b e—J‘f(x)dx

—u= J‘@dx+c
v(x)

Por lo tanto, una lineal puede resolverse: a) Aplicando directamente la férmula ge-
neral; b) por medio de un factor integrante, y c¢) usando variacién de pardmetros.

Autoevaluacion 2

Elegir la opcién u opciones que contienen la forma general de las ecuaciones que se
indican:

1. a. 4x*ydx + xydy = 0, variables separables.

S

4x*y*dx + x’ydy = 0, homogénea y variable separable.

o

x*y’+xy =y, homogénea y variables separables.

~

y’+y=y’, homogénea.

2. a. Y +e'y=0, lineal, variables separables.
b. e (ydx + dy) =0, exacta, lineal.
c. e ( yvdx + dy) = 0, variables separables.
d. 2\/x2 +y dx + \/x2 +y*dy =0, exacta.

3. Elegir la opcién u opciones que presentan un factor de integracién apropiado para
la ecuacion | cosh xy + Xl ax+ L cosh xydy = 0.
Yy

y
a. F(y)=y

b. F(x)=x

. F(x,y)=2
X

d. F(x,y)=xy

4. Demostrar el siguiente teorema: Dada la ecuacién

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

la condicién suficiente y necesaria para que sea exacta es:

o _ow
dy ox
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86 Capitulo 2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

11.

12.

. Establecer las propiedades de linealidad.

. Resolver la siguiente ecuacion diferencial por el método apropiado:

e’y =Inx

. Encontrar la opcién que contiene la solucién general de:

(x+y)dx—(x+y+3)dy=0

a. x=x+y+%ln|2(x+y)+3|+c

b. x=x+y+%ln|2(x+y)+3|+c

2 2

y
c. y=—+—+xy+3y+c
yESTS y

1 3
d. x=5(x+y)+zln|2(x+y)+3|+c

. Resolver la siguiente ecuacién diferencial: ( yt - x4)dx +xy’dy=0 con la condi-

cién inicial: y(1)=1

. Resolver por el método apropiado: (x + y) dx + (x +y-— 2)dy =0
10.

Elegir la opcién que contiene la solucién de la siguiente ecuacioén diferencial:
(ex - y)dx —(e" —x)dy =0

a. e'—xy=c
b. e —xy=c
c. e —xy+e’ =c
d e —xy+e’ =0

(Cudles son los posibles factores integrantes de la ecuacién?:

(L+Xtan1 )cjabc+tan1 xdy=0

1+x* x

a. tan’ly

1
b. —

y

1
c. —

X
d. x

Hallar la forma que debe tener la funcién u(x) para que y =u(x)v(x) sea solucién
de la siguiente ecuacidn:

sen”x

, 1
N
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13. Escoger la opcién que contiene un paso intermedio de la solucién de la siguiente
ecuacion diferencial por formula general de las lineales:

1 1
Y +—y=—cosx
x T x
_ | dx dx,
a. y=e j/X‘:J‘ej/xcosxdx+c}
b. yzejd%[Je_J%cosxdx+c}

c. y= xe’z cosxdx+c}

d y=x" Ucosxdx + c]

14. Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
y+e y=e" para y(0)=e

15. Elegir la opcién que contiene la solucién de la siguiente ecuacion:
xydx — (xz - x)dy =0
a. y=(x-1)
b. y(x-1)=c
c. y=c(x—-1)
d cy=x-1

Respuestas de la autoevaluacion 2

1. Son correctas a y b. La opcién c falla al decir que es de variables separables. La op-
cién d contiene una ecuacion que si es de variables separables y no es homogénea.

. Son correctas a, b y c.
. a. Las demds opciones no cumplen el teorema M =N .
. Ver el texto.

. Ver el texto.

A it A W DN

. La ecuacion es de variables separables:

e’dy = In xdx
e=xlnx—x+c

y=1n[x1nx—x+c]

7. Es homogénea. Tomando v=x+y y dy=dv—dx, se obtiene como paso inter-
medio:

v+3
x = v,
2v+3

y como solucidn, la opcién d. La opcién ¢ fue resuelta como exacta y no lo es.
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8. Es homogénea. Tomando y = vx, se obtiene como paso intermedio:

dx vidy

X __2\14—1

Y como solucién general:

Para y(1)=1, c=1

.. la solucién particular es:

9. Esexacta,yaque M =1=N

x

fo=x+y
2

f=%+w+ﬂw

fi=x+f/(M=x+y-2
f'y=y-2

ﬂw=%—h+c

sox>+y" +2xy—4y =, solucién general.

10. Es exacta M =-1=N_. La correcta es c. Las opciones a y b presentan parte de
la solucién nada mds y la opcidn d supone condiciones iniciales que no nos han
dado. La solucién debe quedar en su forma general, con la constante de inte-
gracion.

11. d. Como se comprueba por el teorema de exactas.

12. La solucién de la homogénea es:

-1 -1
sen” x sen” x

y=ce v=e
u:Ir(x)dx:J-xg N
V(.x) e.\en X

x2
—u= Y + ¢ es la forma que debe tener u para que

sen” x

2
o x .
y=uv=e [? + CJ sea la solucién general.

13. d. Enla a falta un factor de la r(x). En la b ademaés del error anterior, tiene cambia-
dos los signos. En la c el error es de signos intercambiados.
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14. y= eijeﬂdx [J‘ejpdxe"ﬂdx + c}

y=¢ (x+c¢)
para y(0)=e—>c=1
y=e (x+1).

15. c y d. La opcidén a no tiene la constante de integracién y no se dieron condiciones
iniciales. La b contiene un error en el manejo de funciones logaritmicas.

Agustin Louis, baréon de Cauchy

Cauchy nacié en Parfs el 21 de agosto de 1789, un mes después de la toma de la Bas-
tilla. A los pocos dias, el padre llevo a toda su familia a la provincia para escapar de la
Revolucién y del régimen de terror. A los 11 afios regresé a Paris para estudiar y La-
grange reconoci6 en él grandes cualidades mateméticas

En contraste con sus ideas politicas y religiosas —conservadoras hasta la terque-
dad—, Cauchy fue un gran innovador en matematicas. El célculo diferencial tal como
lo legaron Newton y Leibniz contenia atin algunos conceptos nebulosos y de poco ri-
gor. Cauchy emprendid la tarea de reestructurarlo sobre bases sdlidas y rigurosas, con
la doble meta de poder “ensefiar el andlisis con la claridad de la geometria” y de
dejar la materia sentada sobre buenos cimientos. Esta tarea fue llevada a su dltimo
término por Weierstrass en Alemania. El trabajo de Cauchy aparecié por primera vez
en 1821 en el curso de andlisis que imparti6 en la escuela politécnica.

A pesar de su constitucién débil, Cauchy fue un trabajador infatigable; de hecho
uno de los matematicos mas prolificos junto con Euler y Cayley. Entre otras muchas
cosas, destacé su contribucién a la teorfa de las permutaciones, al establecimiento de
la nocién de grupo y al desarrollo de todas las bases de la teorfa de la funcién de varia-
ble compleja. Se interes6 también en la teorfa de las ecuaciones diferenciales y dejé su
nombre a la famosa ecuacién de Cauchy-Euler, ecuacién resuelta por Euler antes que
naciera Cauchy, pero investigada por este tltimo en el caso mds general de la variable
compleja.

Con toda seguridad, el lector conoce también otro de sus legados de importancia:
el conjunto de conceptos de limite, continuidad y derivada. El que se ensefia en los
textos actuales es, esencialmente, el que establecié Cauchy. Cuando murid, el 22 de
mayo de 1857, sus capacidades extraordinarias para las matematicas lo habian hecho
miembro de diez de las academias mds famosas de Europa.

Agustin Louis,
barén de Cauchy
(1789-1857)






Aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales
de primer orden

Daniel Bernoulli
(1700-1782)

Geometria

Ecuacion de Bernoulli
Ecuacion de Lagrange
Ecuacion de Clairaut
Quimica

Biologia

Fisica
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Capitulo 3

Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden

Les gustaba practicar porque era rdpido

y excitante y les satisfacia esa hambre por
aprender que crecia con cada leccion.

Pero ni uno de ellos, ni siquiera Pedro Pablo
Gaviota, habia llegado a creer que el vuelo
de las ideas podia ser tan real como el
vuelo del viento y las plumas.

JUAN SALVADOR GAVIOTA, R. BACH

La matematica es una abstraccién de la realidad. Es poner en simbolos lo que
nos rodea. Es una herramienta poderosa que nos conduce a través de la aplica-
cién rigurosa de sus leyes y de la l6gica a soluciones precisas. Ante una situacion
real: ajuste de especificaciones en las dreas de ingenieria, sistemas computacio-
nales, economia, etc. El camino a seguir es:

» Establecer la ecuacién diferencial que traduce fielmente al lenguaje simbo-
lico el fendmeno a estudiar.
» Catalogar y resolver dicha ecuacion.

¢ Analizar la solucion.

Para mayor facilidad se expondrdn juntos los problemas concernientes a
varias ramas del saber.

Geometria

1. Un problema tipico de esta drea es obtener la ecuacion de una curva que
pase por un punto prefijado y de la que conocemos su pendiente.

— EJEMPLO 1

La pendiente de una curva en cualquier punto (x, y) vale x + 2y. Determinar la
ecuacion de dicha curva si, ademas sabemos que pasa por el origen de coor-
denadas.

1. “Traducimos” al lenguaje simbdlico la primera parte de la informacién.
La pendiente se representa en geometria analitica por la letra m y en

célculo diferencial por la expresion %,

x
d
— d_y =x+2y es la traduccion literal del enunciado.
X

La simbologia de la segunda parte de la informacidn es y(0) = 0, puesto
que la curva pasa por el origen.

2. Esta ecuacion es lineal, no homogénea y de primer orden

dy
—=2y=x
dx Y




donde f(x)=-2, r(x)=x

e e

y=e"" Ue’z"xdx + c}

2
X 1+ 2
=————+ce
YTy
Para y(0)=0:
1
0=0-—=+c¢, c=—
x 1+12x
=————+—¢
T4

3. Lacurva pedida tiene esta ecuacién y se verifica derivando
— la solucién general y sustituyéndola en la ecuacion.

2. Otro problema es el de obtener la ecuacién de las trayec-
torias ortogonales de una familia de curvas. Aqui va a
ampliarse el concepto usando coordenadas polares.

Sea una curva C'y su tangente 7, {s es el dngulo del radio
a la tangente:

rd0
tany=——
v dr

Supongamos que una familia de curvas cuya ecuacién
diferencial en coordenadas polares es Hdr+ Gdf =0
puede escribirse:

ﬁ_ H d0__r£
dr

r—
G Y dr G

Geometria 93

Figura 3-1.

Entonces la familia de trayectorias ortogonales responde a la ecuacion:

dg G
r’—=— o Gdr—r’Hdf=0
r H
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— EJEMPLO 2

Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas r = ccos26.

. d
1. Derivando con respecto a 6: d—; =2csen?26.

2. Sustituyendo la constante ¢ por ¢ = :
co0s 260

ﬂ =-2rtan260
do

o bien, dr+2rtan260d6 =0
Donde H=1y G =2rtan20

3. La familia de trayectorias ortogonales tendrd como ecuacién diferen-
cial 2rtan20dr —r*(1)d = 0:
Separando variables:

£=%cot20d0

r
1

Inr= Zln(sen20) +1Inc

r=c(sen20)4

r* =csen26

. ., . dr
Forma alternativa: acomodada la ecuacién como en el paso 2, se cambia E

do e . P .
por —rt= d_ A modo de verificacidn, se usara este cambio.
r

De %:—2rtan20, pasamos a: _rzﬁ:—2rtan20, que representa a la

dr
nueva familia de trayectorias ortogonales:
do  _dr
tan26 r

%ln(sen%) =2Inr+1Inc

(sen 20)% =cr’

\_ 0 su equivalente r* = csen26.

3. Esto que se acaba de ver es un caso particular del problema de encontrar la
familia de curvas que forma con otra familia un cierto dngulo .

Cuando B = 5 las trayectorias se llaman orfogonales, y cuando tanp = k,
k = cte, las trayectorias se llaman isogonales y la ecuacion original dada
como f(x,y,y")=0 tiene por ecuacién de trayectorias isogonales:

Y-k _
f[x,y,1+ky,j—0




—EJEMPLO 3

Sea la familia de rectas y =—c, x, encontrar la familia de trayectorias isogo-
™

nales que forman con dichas rectas un dngulo de 1 radianes.

La ecuacion diferencial de la familia de rectas es

Yy =—c, Yy como ¢, =-2
X
r_ Y
-y ==
y'=1 (1)

Ademas Bz%—)tanle y k=1

Y-k y-1
l+ky 14y

4

ﬁ

Sustituyendo en (1) y” por ) tenemos:

1+y
y-1_y

’

1+y x

xy'—x=y+yy

, _x+y
x—y

Sea y=vx = dy=vdx+ xdv

X+ vx

vdx + xdv = dx

X—VX

xdv =(1+—v—vjdx

-V

1 _ 2
xd‘}:L +v—v+v de
1-v

(l—v)dv _@

vi+1 X
1 dy— \z)dv :ﬂ
vi+1 v+l x

tm'v—%m@9+nzmx+mc

SN

tan”' v =Incx(v? +1)

V= tan[lncx\/v2 +1}

2 2
+x
X:tan{lncx Y }
X

2
X

_ y:xtan(lnc\/y2+x2)

Geometria
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4. Muchas veces nos interesa conocer la longitud de la tangente desde un
punto P hasta que corta al eje x o al eje y. Supongamos una curva C y su
tangente 7" en un punto P de la curva, como se muestra en la figura 3.2.

Figura 3-2.

Al segmento comprendido entre P y A lo llamaremos tangente; al segmento
PB: “normal’; 1a proyeccién AD se denominard “subtangente” y la proyec-

cion DB: “subnormal”.

Para encontrar la ecuacién de la tangente, tomamos otro punto Q sobre la
tangente. Como la pendiente de la recta es y’, su ecuacion sera:

yW=y=y(x-x)
Y=y

de donde: y’ = en general.

X
. _ r_ Ty
st queremos para y, =0— y =

X, —Xx

Es decir, queen A, x, = x—l

7’

Esto indica que la recta tangente corta al eje x en:

Y

’

De la misma forma, si queremos que x, =0:

Yy =y-x’

es donde corta la tangente al eje y; siguiendo este procedimiento obtene-

mos la siguiente tabla:



Interseccién de la tangente con el eje x : x — R

’
Interseccion de la tangente con el eje y: y—xy’

Interseccion de la tangente con el eje x : x + yy’
. . X
Interseccion de la tangente con el eje y: y+—
Yy

Ademds podemos establecer las longitudes siguientes:

Longitud de la tangente desde P hasta el eje x:

y l+(y')2

y

Longitud de la tangente desde P hasta el eje y:

‘x\/1+(y')2

Longitud de la normal desde P al eje x:

‘y L+(y)
Longitud de la normal desde P al eje y:

x\/1+(y’)2

y
y ‘
’

Longitud de la subnormal: | yy'|

Longitud de la subtangente:

—EJEMPLO 4

Demostrar que la longitud de la tangente P hasta el eje x es:

y1+(y)

’

=y
X, =X

La ecuaci6n de la tangente es: y’ =
-y
X, —Xx

En y =0es y =

Geometria
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La longitud de una curva viene dada por la expresion

b
L= J‘ 1+(y’)2dl

a

—>j 1+[x _)jdz

X

2
=t 1+y—2
(x,—x)
x x1 \[ +)’
—x

pero x, —x=—- sust1tuyend0

WF

WG geas [(PNIHGY)
- () Y
—~EJEMPLO 5

X

La interseccion con el eje x de la tangente a una curva en cualquier punto es
2x. Si la curva pasa por el punto (2, 3) encontrar su ecuacién.

’

xX——==2x —llzx
Yy

;Y @_—dx
X y X

Iny=—-Inx+Inc Inxy=Inc xy=c

Para y(3)=2,c=6 y y=9
X




Geometria

5. También usamos la geometria para resolver problemas fisicos:

— EJEMPLO 6

Supongamos que una gota esférica se evapora a una velocidad proporcional a
su superficie; si al principio el radio de la gota es 2 mm, y al cabo de 10 minu-
tos es de 1 mm, hallar una funcién que relacione el radio » con el tiempo z.

Volumen de la esfera: V= gfn'r3

Superficie de la esfera: S = 4’

La variacién del volumen con respecto al tiempo es:

av = 4wr2ﬂ

dt dt

La gota se evapora proporcionalmente a su superficie:

dv
—=kS
dt
Sustituyendo:
4qr’ dr = kdmr’— dr =k
dt dt

dr = kdt r=kt+c

o o t=0—>r=2
Tomando las condiciones iniciales:
t=10—->r=1
Se obtienen k y c:

2=04+c c¢=2
—r=kt+2
1

1=10k+2 —>—-1=10k k=-—
10

.‘.r(t):—%t+2

— EJEMPLO 7

Un recipiente en forma de cilindro circular recto tiene una seccion transver-
sal de 2 m’. Se llena de agua hasta una altura de 6 m. En la base posee un
orificio de seccién de 4 cm’. Se desea calcular la altura del agua en cual-
quier instante y también el tiempo necesario para vaciar completamente
el recipiente.
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Llamando:

A = area (secci6n transversal) del recipiente.
B = area (orificio).
h = altura del agua en el instante ¢.
Ah = variacion de la altura.
t = tiempo.
At = variacién del tiempo.

m

seg’

g=9.8

Consideraremos:
1. Cantidad de agua que sale por el orificio = cantidad de agua que des-
ciende en el cilindro.

2. El volumen que bajé en el cilindro es V = AAA (con signo negativo por
ser decrecimiento).

3. El volumen que sale por el orificio es V = BAm, donde Am es la dis-
tancia que recorre el agua durante At segundos si el chorro saliera hori-
zontalmente.

4. v= dm es la velocidad instantdnea de la caida del liquido.

5. Tomaremos v =+/2gh en condiciones ideales (masa del agua = su ener-
gia cinética), suponiendo que no hay pérdidas.

Entonces la primera ecuacion es: —AAh = BAm.

Como la variacién de la altura es con respecto al tiempo, dividimos entre Ar:

_pAn_ pAm
At At
Cuando Ar—0
tenemos: —Aﬁ = Bd—m
dt dt

dh
por lo tanto: —A; = Bv (consideracién 4)
t

dh
y —A— = B4/2gh (consideracion 5), que ya es la ecuacion diferencial del
proceso, con la condicion inicial de que & = h, cuando r=0.

Resolviendo por variables separables:
dh B
—==——4/2gdt
Jio v

B
obtenemos 2\/7 = —Z\/2g t+c, que es la solucién general del problema.

Aplicamos las condiciones iniciales para saber el valor de c.

ZM:C
2@:—%@ t+2\/a
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Entonces: 2/ = _0'2004 @t +246

24 = -0.00088541 + 4.8989795
h=(~0.00044271 +2.4494898)’,

es la altura del agua 4 en cualquier instante ¢.

Para calcular el tiempo necesario que se necesita para vaciar el recipiente,
tomamos 4 = 0.

Entonces: t = 48989795 =5533.07 seg.
0.0008854
— t=92.22 min =1.53 horas.

— EJEMPLO 8

Hallar la ecuacién de la curva que pasa por el punto (0, 1) con las siguientes
propiedades:

1. El 4rea bajo la curva limitada por los ejes coordenados y la ordenada de
cualquier punto es igual a:

2. Lalongitud de la curva correspondiente a dicha region.
A

0,1

\/

Figura 3-3.

Por la condicién 1 tenemos:
Szfyk
0
que representa el area.
Por la condicién 2:

sz 1+ y"7dx,
0

que representa la longitud de la curva en el tramo correspondiente.
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Entonces, como S = L, tenemos:

X X

J.ydxz J 1+ y“dx
0 0
Derivando con respecto a x:

y: 1+y|2

de donde:

Con solucién general:
x=1In ( v+ \/ﬁ ) +c
para el punto (0,1),c =0 y la solucién es:
x=In ( y+ \/ﬁ )

Reconociendo la identidad de este logaritmo con las funciones hiperbdlicas
inversas, tenemos:

x=cosh™y

\__es decir: y=coshx es la ecuacién de la curva pedida.

— EJEMPLO 9

Un joven estd situado en la esquina A de un estanque rectangular y sostiene
una cuerda de 5 m de longitud, en cuyo extremo opuesto estd atada una boya
en C. El joven camina hacia B manteniendo tensa la cuerda. Encontrar la
posicion del joven y de la boya cuando la boya estd a 3 m de AB.

y
tanezﬂ
X
¢ ED=,/25-y"
tanez—y: —Y
X 25—y°
5
y 25-y°
0 Y dy=—dx
. y
A E D B

Figura 3-4.
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Integrando:

y

5+4/25—y
\/25—y2 —SIn[—yJ:—x+c
Cuando laboyaestien C:x=0,y=5

0-5Inl=¢, ¢=0

5+4/25—y
Entonces: x=5In 2INSTY \25- yz, es la ecuacion que da la tra-
y

yectoria de la boya. La distancia AD, a la que estd el joven, puede expresarse
como:

AD =AE+ED

Sea AE = x; entonces: AD =x++/25—y"

Sustituyendo la ecuacién de la trayectoria:

_ 2
AD =52tV

y

Cuando la boya estd a 3 m de AB, es decir, cuando y =3, entonces:

ED=+25-9=4
AE=AD-ED

544

x=5In 4

=5In3-4
=15m

Por lo tanto, para y =3 tenemos: Posicion del joven: AD=5In3=5.5 m

— Posicién de la boya: AE=1.5 m

EJERCICIOS 3.1

APLICACIONES A LA GEOMETRIA
1. Hallar una curva que pase por el punto (0, —3), de manera que la pen-
diente de la tangente en cualquiera de sus puntos sea el doble de la orde-
nada en el mismo punto.
Respuesta: y=-3e™*
2. Encontrar la ecuacién de una curva que pasa por el punto (0, 2) y en cada
punto (x, y) tiene pendiente —xy.

Respuesta: y="2¢ /2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Encontrar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (1, e) y en cada
2
9 X
punto (x, y) la pendiente de su normal es —
1

Respuesta: y=e'~ 4

. Encontrar la ecuacién de una familia de curvas tal que todas sus tangentes

pasen por el origen.
Respuesta: y = kx

Demostrar que la curva que posee la propiedad de que todas sus norma-
les pasan por un punto fijo es una circunferencia.

Hallar la curva que tiene la propiedad de que el segmento de cada tan-
gente a la curva, comprendido entre los ejes de coordenadas, se divide
por la mitad en el punto de tangencia.

Respuesta: xy=c

Encontrar la familia de curvas con la propiedad de que en cualquier
punto, la recta tangente es perpendicular a la que une el punto con el
origen de coordenadas.

Respuesta: x> +y* =c,c>0

. En cierto punto de una curva, la pendiente es igual al reciproco de la

abscisa. Hallar la familia de curvas que tienen esta propiedad.
Respuesta: y=Inx+c

Hallar las curvas para las cuales cada normal en un punto dado y su in-
terseccion con el eje x tienen la misma longitud.

Respuesta: x*+y* +2cx =k

Hallar la familia de curvas con la propiedad de que en cualquier punto la
pendiente de la normal se obtiene del reciproco de la abscisa restandole
la unidad.

Respuesta: y=x+ ln(x - 1) +c

Encontrar la curva que pasa por el punto (0, 3) y tal que la proyeccién de su
tangente en dicho punto sobre el eje x siempre tenga una longitud igual a 2.
Respuesta: y* =9¢*

La proyeccion de la recta normal desde un punto P de la curva sobre el
eje x tiene una longitud igual a la abscisa en P. Encontrar la ecuacion de
dicha curva que pasa por el punto (2, 3).

Respuesta: y* +x* =13

La pendiente de una curva, en cualquier punto (x, y) es 2x — y. Determi-
nar la ecuacién de dicha curva, sabiendo que pasa por el punto (0, D).
Respuesta: y=2x—2+3¢ "

La pendiente de una curva en cualquier punto es 3x°. Determinar la
ecuacion de dicha curva, sabiendo que pasa por el punto (1, 1).
Respuesta: y=x’

Hallar una curva que pase por el punto (0, —1), de modo que la pendien-
te de la tangente en cualquiera de sus puntos sea igual a la abscisa del

punto, aumentada en 5 unidades.
2

Respuesta: y= % +5x—1



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.
26.

Demostrar que la curva cuya pendiente de la tangente en cualquier pun-
to (x, y) es proporcional a la abscisa del punto ( Xo> Yo ), en una parabola.
Hallar la curva para la que se cumple que la pendiente de la tangente en
cualquier punto es k veces mayor que la pendiente de la recta que une
este punto con el origen de coordenadas.

Respuesta: y=cx"

Hallar la familia de curvas que tiene la propiedad de que la pendiente de
la recta tangente en cualquier punto es la suma del doble de la ordenada
y la mitad de la abscisa del punto.

1 1
Respuesta: y=— 7573 +ce™

Hallar la ecuacién de la familia de curvas con la propiedad de que la
distancia del origen a la recta tangente en un punto P de una curva es
igual a la abscisa en P.

Respuesta: x* +y* =cx

Encontrar la familia de curvas con la propiedad de que la recta normal
en cualquiera de sus puntos P coincida con la recta que une al punto P
con el origen.

Respuesta: x* +y> =c

Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas:

r=c(senf—cos0)

Respuesta: r =c(cosf+send)
Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas:

r=ccos’ 0

2 _
Respuesta: '~ =csenf

Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas:

_°c
(1—cos6)

Respuesta: r =
1+cosf

Sea la familia de rectas y = c¢,x; encontrar la familia de trayectorias iso-

gonales que forman con dichas rectas un dngulo de % radianes.

a4y

. zlnc(x2 +y2)

2
Respuesta: T tan
3

Demostrar que la recta normal corta al eje x en x, = x +yy’
Demostrar que la longitud de la normal desde un punto P hasta el eje y es:

xy1+y”

4

y

Geometria
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27

28.

29.

30.

31.

32,

33.

34.

Demostrar que la longitud de la subtangente es

4

y ‘

Hallar la longitud de la recta tangente a una curva desde el punto (1, 1)
al eje x, sabiendo que su pendiente es 2x.

Respuesta: ‘EA =1.118

La interseccién con el eje y de la normal a una curva en cualquier punto

es 5 - Si la curva pasa por el punto (1, 1), encontrar su ecuacion.

Respuesta: y* +2x° =3

La tangente a una familia de curvas en el punto P corta a los ejes coor-
denados formando con ellos un tridngulo; ya que las coordenadas del
punto P forman con los ejes un rectangulo, hallar la familia de curvas
con la propiedad de que el 4rea del tridngulo es siempre el doble que la
del rectdngulo.

Respuesta: xy=c

Encontrar la curva que cumple la condicién de que el drea acotada por
dicha curva desde (0, 1) a (x, y), el eje x y la ordenada, es igual a la or-
denada.

Respuesta: y=e*

Hallar la curva en el plano xy, con la propiedad de que el drea acotada
por esta curva, el eje x y la ordenada, es igual a la longitud de la curva
desde el punto (0, 1) al punto (x, y).

Respuesta: y = cosh x

Hallar las coordenadas del punto o puntos de la curva y=2x> que estdn
mds préximos al punto (9, 0).

Respuesta: (1, 2)

Hallar las coordenadas del punto o de los puntos de la curva x* —y° =9
que estdn mds cercanos al punto (0, 7).

Respuesta: (—4,\/7),(4,\/;)

En los siguientes ejercicios, elegir la opcién que contiene la solucién correcta.

35.

36.

d
La derivada d_x es proporcional a x. Sea x(0)=10 y x(5)=15. Hallar
1

el valor de x cuando =20 .

a. 4.05
b. 50.6
c. 0.81
d 1621

Dada la ecuacién y’*> = 36xy, elegir la opcién que contiene dos solucio-
nes que pasan por el punto (4,1).

2 2
a. y=(2x%—17) ,y=(—2x%—17)

b. No tiene solucion porque no es lineal



37.

38.

39.

Geometria

2

2
c. y:(2x% —15) ,y=(—2x% +17

d. No puede tener dos soluciones porque contradice el teorema de exis-
tencia y unicidad.

Seleccionar la opcién que contiene las trayectorias ortogonales de la

familia de circunferencias cuyos centros estan en el eje x y pasan por el

origen.

a. X’ +y =kx

2 2
b. y'=y X
2xy
s 2xy
c. y:xz_yz
d x*+y*=cy

Elegir la opcién que contiene la ecuacion de la curva C que se muestra
en la figura, sabiendo que el 4rea del tridngulo APB es constante.

a. y’ =6kx+c
b. A=k

AB
c. tanf=——

y
d. y'dy=2kdx
c
i
°]
Figura 3-5.

Hallar la curva que pasa por el punto (1, 1), cuya normal en cualquier
punto (excepto en x = 0) queda dividida en dos partes iguales por el eje y.

a. y+2x°=3
b. yy =-2x

c. —
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40. ;Qué opcién contiene la familia de trayectorias ortogonales de la fun-
cion cosy=ae *?

a.

b.
c.
d

cosy=ae*
secy=ae"
seny = ce"
seny=ce "

Respuestas:

35. b.
36. c.

37. d.

38. a.

39.
40. 4.

|

Los demés valores son resultados intermedios.

Es no lineal y admite dos soluciones por ser cuadritica, como puede
verificarse.

La opcidén a contiene precisamente la familia de circunferencias cu-
yos centros estan en el eje x y pasan por el origen (que es dato del
ejercicio). La opcidén b representa la ecuacion diferencial de la fami-
lia de la opcidn a. La opcioén ¢ es la ecuacién que da la solucién co-
rrecta en la opcidn d.

Las demés opciones representan los pasos intermedios en la solucién
del problema.

Las demads opciones son pasos intermedios.

Ecuacién de Bernoulli®

Es una ecuacion de la forma:

v+ fx)y=r(x)y", n#0,1

Para n=0,1 la ecuacion es lineal.

METODOS DE SOLUCION:

1. Convertirla en lineal mediante la sustitucién: u=y

1-n

2. Sin convertirla en lineal, mediante la sustitucion: y = u(x)v(x)

— EJEMPLO 1

Resolver la ecuacion:

2
Y +=y=-2x"
X
1. Aqui: n=2
Entonces, u=y"' = y=u"y y =—u"u’
. _ 2 _
Sustituyendo, —uu’ +=u"' = —2xu”

X

' James Bernoulli la estudié en 1695.
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o o g0 )
Dividiendo entre —u ":

2
W ——u=2x,
X

que ya es una ecuacion lineal en la variable u, con solucién:

u=2x*Inx+cx?

Como u =y, entonces:
1

Y= 2x* Inx +cx?

2. Sea y=uv

- , 2 . 1 .
Sea v(x) la solucién de y"+—y=0, es decir, v(x)=— la ecuacién
dada se transforma en: X X

2
vu’ + u(v' + 2y |=2xu?
X

sustituyendo v(x), después de haber dividido la ecuacién:

-2
2 1
u'+u XT+— =-2xu’—
1o X
x2
’ 2 2
u=——u
X
2
d—?=—ﬂ u'=2Inx+c
u X
B 1
2Inx+c
Como y=uv
1
Y= A
— x*(2Inx+c)

—EJEMPLO 2

Resolver y"+xy = xy‘y2

Sea u= yl_(_%) = y%

Y2

=—u u
Y73

Entonces, y=u
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Sustituyendo: ’ , 1
S v = xu

, 3 )
u+—xu=—x linealenu
2 2

/{ je%fw(ngdx}

_3x°
u=1+ce %
3 _3x2
y/2 =1+ce /4
Utilizando Mathematica, las ecuaciones diferenciales de Bernoulli

, 2xsen3x
a) ¥ =2y= "

1 X
b) y+—y=—=sen(3x)y’
)y Y 2sen( X)y

se resuelven con

stepone =Integrate[XExp[-x]Sin[3x],x]
1
%e'x(—3(l+5x)Cos[3x]+(4—5x)Sin[3x] )

solutionone =steptwo”(1/2)//PowerExpand

\/ce'x+$e'x(—3(l+5x)Cos[3x]+(4—5x)Sin[3x])

solutiontwo =steptwo”(1/2)//PowerExpand;
cs=Range[-5,7]
{_5 1_41_3 1_2 I_llo Il 12 13 14 15 16 17}

tographone =Table[solutionone/.c®cs[[1]],{i,1,13}];
1.0

0.8 "
0.6}

0.4}

Figura 3-6.
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tographtwo =Table[solutiontwo/.c®cs[[i]],{i,1,13}];
Plot[Evaluate[tographtwo],{x,0,5}PlotRange®{0,15}]

S ey
T T T

— Figura 3-7.

Ecuaciéon de Lagrange

Es una ecuacion de la forma:
y=xb(y)+P(y")

METODO DE SOLUCION

Sea y'=p

Se diferencia y se sustituye dy por pdx quedando una ecuacion lineal con
respecto a x. La solucién queda en forma paramétrica. Pueden existir soluciones
singulares de la forma y=d(c)x+i(c), donde ¢ es una raiz de la ecuacién

c=d(o).

—EJEMPLO 1

Resolver la ecuacion:

y=(1+y)x+y”
Sea y’ = p, entonces y=(1+ p)x +p’

Diferenciando y sustituyendo dy por pdx:

pdx = (1+ p)dx + xdp + 2 pdp
—dx =(x+2p)dp

d
de donde d_x + x =—2p yaes lineal en x, cuya solucién es:
p

P

x=2-2p+ce
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Sustituyendo este valor de x en la ecuacion de y, tenemos:

y=(1+p)(2—2p+ce"’)+p2
y:2—p2+c(l+p)e_”
Por lo tanto, la solucion es:

x=2-2p+ce”

y=2-p*+c(+p)e”
Para hallar una solucién singular, se deriva la ecuacién dada con respecto a y':
0=x+2y",como y' =p
entonces:

x+2p=0

Esta ecuacion, junto con y = (1+ p)x + p°, forman un sistema del cual se eli-

mina p.
__r
P 2
5 e X
— —_—— x —
Y 1
2
X
=XxX——
Y 4
Comprobando:
y=1-—x
sustituyendo:
2 2
PO IS P
4 2 2

2 2
-l xt
2 4

X2
=x——+1
4

x2 2 » x2 » ]
Como x - e £X— e +1, la funcién y=x— e no es solucion singular.

—



( EJEMPLO 2

Resolver la ecuacién: y=xy +/1+y"

Sea y’ = p, entonces y=xp++/1+ p’> diferenciando:

14

\/1+p2
0= P14
[x+ 1+sz .

Si dp=0, entonces p=c

pdx = xdp + pdx +

Y la solucién general de la ecuacion es:
y=cx++1+¢’
P —-P
J1+p° J1+p°

Tomando esta ecuacién y y=xp++/1+p> para eliminar el pardmetro p,
tenemos:

Six+ =0; entonces x =

X
P 1-x*
ademas:
y= L p+l1+p°
J1+p?
1 2 1_)72
y= —p =
J1+p° y
Igualando:
x _ 1-y°
1—x? y

2 2 ., .
\__ .- X~ +y =1 esuna solucién singular.

Ecuacion de Clairaut

Tiene la forma:
y=x"+(y)

METODO DE SOLUCION
El mismo que el de la ecuacion de Lagrange. La solucién general tiene la forma:

y=cx+i(c)

Ecuacién de Clairaut

113
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También puede tener solucién singular, la que se obtiene eliminando p de
las ecuaciones:

y=xp+P(p), x+{'(p)=0

—EJEMPLO 1
Resolver la ecuacion:
y=xy ——;
Sea y" = p, entonces y=xp——

Diferenciando y tomando dy = pdx

1
pdx = xdp+ pdx+—dp
p

Sidp=0,p=c
1
- y=cx—— es lasolucién general.
c
. 1 1
Si X+—2=O, X=——
p p
Sustituyendo en y=xp—— tenemos:
1 1
y=\|- ? pP— ?
2
y=-—
p
Tomando las ecuaciones: x = —? y y= -
eliminando p:
4
y=—,p=——
p X
4 1
X
y’ =—4x

Para saber si es 0 no solucién singular, la comprobamos:

Derivando: 2yy’ =—4

4 4 2
Ww==2,y=--
y
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Sustituyendo:

y= 2 + Y .. Si es solucion.
2 2

Un ejemplo de lo que puede hacer Mathematica con la ecuacién de Clairaut

se ve en la ecuacién y=xy +y”? +e”
sol=DSolve[y[x]==x*y'[x]+y'[X]"2+Exp[y'[x]],¥[X],X]
{{y[x]1®e" +xC[1]+C[1]}}
Plot[Evaluate[Table[y[x]/.s0l/.{C[1]1/k},{k,-5,5,2}]11,{x,1,5}]

Figura 3-8.

EJERCICIOS 3.2

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de Bernoulli.

1 2 1
1Ly +—y==x'y Respuesta: ——+x’ =c
X 3 X'y
_3x7
2. y+xy= xy*Z Respuesta: y’ =1+ ce 4
1 4
3. y+—y=4x’y’ Respuesta: y* = 5 xt+ex?
X
4. y—xy= 2xy% Respuesta: y= ce]% +2

5. 3x/'-2y=x"y" Respuesta: y’ —x’ = cx’
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Resolver las siguientes ecuaciones de Lagrange y Clairaut.

6. 2y=xy"+y'Iny’

10.

11.

12.

13.

14.

15.

y=y+1-y?

y=2xy +seny’

_i '+ey'
V=
L1
y=xy'-—
y=xy'+y
y:-xy,+3y,2
, Y
= + —
V=T
, 1
X:.X})-l' 2
y=x'+=

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta

Respuesta:

Respuesta

Respuesta:

Respuesta:

x=cp—Inp-2
_& 7
y 2P p

x=Inp-sen”'p+c
y=p+yl-p’

c cosp senp

X=—F——7F -
P p P
2
=—C—COSp—senp
P D
2eP  4ef 4ef ¢
X=—— = —
p p p P
6e’  6e” 3
:L_LZ "2_2617
p p 2p

y=cx——, solucién general.
c

y*> =—4x, solucién singular.

g { y=cx+c, solucién general.

y=cx+3c’, solucién general.
x2
y=— B solucién general.

C .,
: { y=cx+ 2 solucién general.

2

2
y= 3«3/%, solucién general.

5 .,
y=cx+—, solucién general.
c

y=cx+—, solucién singular.
c

y* =20x, solucién singular.



Quimica

Proceso primario: Ley de crecimiento
o decaimiento

—EJEMPLO 1

Un material radiactivo se desintegra a una razén proporcional a la cantidad
presente. Si inicialmente hay 40 mg de material y al cabo de una hora se
observa que ha perdido 8% de la cantidad inicial, hallar:

1. La cantidad de masa en cualquier momento .
2. La masa del material después de 3 horas.

3. Eltiempo que transcurre hasta la desintegracion de la mitad de la canti-
dad inicial.

SOLUCION:
1. Sea y la cantidad, en miligramos, presente de material radiactivo, en-

d ..
tonces d_y = ky, es la ecuacion del proceso. Integrando:
t

Iny=kt+c

kt
y=ce

Para = 0 se cumple que y =40
Sustituyendo en la solucién, se obtiene ¢ = 40

— y=40e"

Para t=1, y=40-3.2=36.8
porque el 8% de 40 es 3.2 mg.

36.8 = 40¢"
k=1 36.8
40

. y — 40670.0834t

es la ecuacion que da la cantidad de material radiactivo en cualquier
tiempo t.

2. Parat=3:

y=406—0425
y=31.15 mg.

Quimica
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3. Paray =20 mg:
=7
20 — 408—0.0834t
. In2
0.0834
— t=8.31h.

Si se utiliza Mathematica hay que definir el problema con valor inicial, por
ejemplo y’(¢)=—ky(t) sujeto a y(0)=y,, y después recurrir a la instruccién
decay.

Clear[dl]
dl=Dsolve[{y'[t]==-ky[t],y[0]==y0},y[t],t]
di[ri,1,21]

e y0

decay[t ,k ,y0 ]=d1[[1,1,2]]

e—kty

Plot[decay[1,k,10],{k,0,1}]

Proceso de segundo orden: reacciones quimicas

— EJEMPLO 2

Partiendo de dos sustancias A y B se desea obtener un compuesto C. La
ley de conversion para estas sustancias es: la rapidez de transformacion de
la cantidad x del compuesto C es proporcional al producto de las cantida-
des no transformadas de las sustancias A y B. Tomando medidas unitarias
suponemos que una unidad de A y una unidad de B producen una unidad
de C.

1. Demostrar que la ley de conversién en =0 viene dada por la ecua-
cidn diferencial:

%=k(a—x)(b—x)

2. Sien t=0 hay m unidades de la sustancia A, n unidades de la B y nin-
guna del compuesto C, hallar la solucién para x.

3. Si a=4 kg, b=5kg, x=1kg, en =50 min; hallar el valor de x
cuando =1 h, 40 min.




Quimica

SOLUCION:

1. Si al principio hay m unidades de A, n unidades de B y cero unidades

de C, entonces, las x unidades de C en un tiempo ¢ constan de:
m+n

nx . . .
unidades de B; por lo tanto, quedan sin combinar:

unidades de A y
m+n

(ao - ) unidades de A y (bo - ) unidades de B y la ecua-
m+n m+n

cion es:

it Cre) Oy
:K(a00n+n)_"“J(%(m*”0_”x)

m+n m+n

Kmn (a0m+a0n—mxj(bom+b0n—nx)
(m+n) n

“Grear () L)

K +
Donde k=— g=q,| "2 p=p,| 2T,
(m+n)

m

m m
2. d—xzkdt
(a—x)(b—x)
d
CASO 1.a=b ———— =kdt
a—x)
=kt+C
a—-x
Parat=0yx=0 >C=—
a
1 1
=kt +—
a—-x a
despejando x:
2
x=— kt unidades de C

 akt+1
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—

1
2. gy =
CASO 2. a#b — ( ) ( )dx kdt

Por fracciones parciales tenemos:
1 A N B 1 N 1
(a—x)(b—x)_a—x b—x_(a—x)(b—a) (a—b)(b—x)

Integrando:

1 1
- In(a—x)— In(b—x)=kt+C
(- x) (o)
[In(b—x)—In(a—x)]=kt+C
b-a
b—x
In =b-a)kt+C)
a—x
Parar=0,x=0
In—
n==(b-a)C; C=—2
a b—a
—-Xx b
Entonces, In = (b — a) kt+1In—
a—x a
2=l = (b-a)k
a—x a
b—
lna( x):(b—a)kt
b(a—x)
b_x:ée(b—a)kr
a-x a
de donde:
ab (1 — el )
a—be

3. Sia=4kg; b=5kg; x=1kgyt=50 mn, entonces:
20(1-e™*
(1)

45"
esw:g; k:ilnE
15 50 15
Para r = 100 minutos:
2
oon()
x:—l‘fz; x=15=1.632 kg de C.
4-5| —
(15



EJERCICIOS 3.3

1.

El uranio se descompone a una velocidad proporcional a la cantidad
presente. Si inicialmente hay 10 g y después de 2 horas se ve que ha
perdido el 5% de su masa original, hallar:

a. La ecuacién que representa la cantidad restante en cualquier tiempo z.
b. La cantidad de uranio después de 5 horas.

Respuestas: a. y=¢""" b.y=8.181¢

En una reaccién quimica, la sustancia M se transforma en otra sustancia
auna velocidad proporcional a la cantidad de M no transformada todavia.
Si al inicio de la reaccién habia 200 g de M y una hora més tarde 75 g,
calcular el porcentaje de M transformada después de 2 horas.
Respuesta: 85.93 por ciento.

Sabemos que un material radiactivo se desintegra proporcionalmente a
la cantidad existente en cada momento. En una prueba realizada con
60 mg de este material, se observé que después de 3 horas, solamente el
80% de la masa permanecia en ese momento. Hallar:

a. La ecuacidén que exprese la cantidad restante de masa en un tiempo z.
b. ;Qué cantidad permanece cuando =5 h?

c. (Para qué valor de ¢, la cantidad de material es Y4 de la cantidad inicial?
Respuestas: a.y=60e"""” b.y=41365mg c.t=18.6h

. Cierto material radiactivo se desintegra a una tasa proporcional a la cantidad

presente. Si actualmente se cuenta con 300 g del material y después de dos
afios se observa que el 14% de la masa original se ha desintegrado, hallar:
a. Una expresion para la cantidad de material en un tiempo .

b. El tiempo necesario para que se haya desintegrado un 30 por ciento.
Respuestas: a. y =300 """ b t=4.73 aiios

Se sabe que cierto material se desintegra a una razén proporcional a la
cantidad presente. Si después de una hora se observa que el 20% se ha
desintegrado, hallar la vida media del material.

Respuesta: 3.11 horas

Los experimentos demuestran que la rapidez de conversion del azicar
de cafa en solucién diluida es proporcional a la concentracién de azu-
car atn no diluida. Supongamos que en ¢ = 0 la concentracién de azicar
es 1/150 y en #=5 h es 1/200. Hallar la ecuacién que da la concentracién
de azicar sin diluir en funcién del tiempo.

Respuesta: y = 1/150 ¢ %%

Se ha observado en el laboratorio que el radio se desintegra a una rapi-
dez proporcional a la cantidad de radio presente. Su vida media es de
1600 afios ;Qué porcentaje desaparecerd en un afio?

Respuesta: 0.043 por ciento.

. En un cultivo de levadura la rapidez de cambio es proporcional a la can-

tidad existente. Si la cantidad de cultivo se duplica en 4 horas ;qué
cantidad puede esperarse al cabo de 12 horas, con la misma rapidez de
crecimiento?

Respuesta: ocho veces mas.

Quimica

121



122 Capitulo 3 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden

9. La conversién de una sustancia A sigue la ley del “proceso de primer
orden”. Si al cabo de 20 segundos apenas una cuarta parte de la sustancia
se transformd, hallar cudndo se transformardn nueve décimas partes de
esa sustancia.

Respuesta: t = 160 segundos

10. Una sustancia radiactiva tiene un periodo de semidesintegracion de 40
horas. Hallar cudnto tiempo tardard en desaparecer el 90% de su radiac-
tividad.

Respuesta: 132.8 horas

Biologia

— EJEMPLO 1

Por experiencia se sabe que en una cierta poblacion la rapidez de nacimientos
y de muertes es proporcional al nimero de individuos que instantdneamente
estén vivos en un momento dado. Encontrar el modelo matematico del com-
portamiento del crecimiento de esta poblacion.

Sea y el nimero de individuos de la poblacion.

dN . .
Llamamos & a la rapidez de nacimientos,
t

. aM .
ademas, d_ a la rapidez de muertes. Entonces:
t

dN dN
dt oy dt Y

Y
Y

La ecuacién del proceso es:

ﬂ = entrada-salida

dt

%ZKJ— Y
Do (k,-K,)y
d
Vy—(Kn—Km)dt

lny:(Kn —Km)t+1nc
- y=ce(K,-K,)t
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—~EJEMPLO 2

En cierto instituto tecnoldgico se declara una epidemia de hepatitis. Se
quiere encontrar el modelo matemadtico de la propagacién de la enfermedad,
partiendo del hecho de que ya existe un nimero determinado de estudiantes
enfermos.

Haremos las siguientes suposiciones:

El nimero de estudiantes E, es grande. Ei es el nimero de estudiantes infec-
tados. En es el nimero de estudiantes no infectados. La razén de cambio de
alumnos infectados es dEi/dt.

dEi , . . L p .
I = a+ bEi + cEi*; porque esta funcién cuadritica se acerca m4s a la reali-
1

dad, ya que al principio de la epidemia hay pocos enfermos; luego este ni-
mero aumenta y se espera que después disminuya; entre los estudiantes En
estdn los inmunes y los ya recuperados (a, b y ¢ son constantes).

. . dEi
Se cumple que E =Ei+ En en cualquier tiempo ¢, y también: —l:O,
cuando Ei=0 vy Ei=E. dt

dEi
Tomando en la ecuacién propuesta d—l =0 tenemos:
t
1. Si Ei=0, entonces a=0
- -b
2. Si Ei=E,entonces bE+CE*=0, c= -

Sustituyendo estos valores:

. .2 Ei
dEi _ g PEC ﬂzﬁEi(E—Ei)
dt E dt E

Llamaremos K = b/E , constante.
Entonces:
dEi

" KEi(E - Ei)

Inicialmente, en # = 0 hay Fo estudiantes infectados, de ahi que:
Ei=Eo

Resolviendo la ecuacion diferencial:

dEi

E(E—g)

l1nEi—lln(E—Ei)=Kt+c
E E

Ent=0:
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Entonces:
lln Ei zkt+lln Eo
—Fi —Fo
Ei(E—Eo)_ .
Eo(E-Ei)
E
Ei=
— T (E/Eo-1)e 11

EJERCICIOS 3.4

1. Gracias a ciertos estudios realizados se sabe que la mosca del Mediterra-
neo crece en proporcion al niimero presente en cada momento. Después
de 2 horas de observacién se forman 800 familias de la mosca y después de
5 horas se forman 2000 familias. Encontrar: a. La ecuacién que repre-
senta el nimero de familias en funcién del tiempo, y b. el nimero de
familia que habia al inicio.

Respuestas: a. y=434¢"""" b. y=434

2. La poblacién de cierta ciudad aumenta proporcionalmente al nimero de
habitantes que hay en un momento dado en ella. Si después de 5 afios, la
poblacion se ha triplicado y después de 8 afios es de 45 000 habitantes,
hallar el nimero de ciudadanos que habia inicialmente.

Respuesta: 7760 habitantes.

3. Una industria le ha encargado a una de sus empacadoras procesar pesca-
do para producir un concentrado rico en proteinas para mejorar la ali-
mentacion de los consumidores. Se sabe que 6 kg de pescado son los que
se necesitan para producir un kilogramo de este producto. Para esto hay
que secar el pescado en cuartos especiales, en los cuales se hace pasar
una corriente de aire seco sobre ellos para quitarles la humedad. Por otra
parte, los investigadores han demostrado que la velocidad de secado es
proporcional a la humedad que contenga el pescado y ademés que a los
25 minutos del proceso se ha perdido la mitad de la humedad inicial.
Para producir este concentrado se requiere que el pescado contenga so-
lamente 10% de su humedad inicial. ;Cuanto tiempo tiene que permane-
cer el pescado en el cuarto para perder el 90% de su humedad?
Respuesta: 1 hora 23 minutos, aproximadamente.

4. En el proceso de respiraciéon absorbemos aire que contiene principal-
mente nitrégeno y oxigeno, y al exhalar despedimos biéxido de carbono.
Se quiere purificar el ambiente de un salén donde se encuentran bailan-
do un gran nimero de personas; para ello, se hace pasar una corriente de
aire puro de 3500 m’/h de aire al que llamaremos 0.,y se hace salir
3000 m*/h de aire contaminado (Q, ) con biéxido de carbono. A la con-
centracion de b10x1d0 de carbono por C. f . Se sabe que el volumen del
salén es de 10000 m’ y que la concentracwn inicial de biéxido de carbo-
no en el cuarto es de 0.1% del volumen de éste. Suponiendo que la den-



sidad permanece constante, ;cudl es la concentracién de biéxido de car-
bono, C co, f, al cabo de 4 horas de haberse iniciado el baile? La
concentracion se expresa en g/m’.

. _ 3
Respuesta: Ceo,f =0.030119¢ /m

. La tasa de crecimiento de una poblacién es proporcional al niimero de
sus habitantes. Si después de 18 afios la poblacién se ha duplicado y
después de 25 afios la poblacién es de 200 000 habitantes, hallar: a. el
nimero inicial de habitantes y b. cudntos habitantes tendrd al cabo de
100 afios.

Respuestas: a. 76 372 habitantes. b. 3 588 954 habitantes.

. En cierto zooldgico se ha observado que la cantidad de animales aumen-
ta proporcionalmente al nimero actual de dichos animales. Si después
de 5 afios su nimero se ha duplicado y después de 7 afios el nimero de
animales es 576, hallar el nimero de animales con que se contaba el dia
de la inauguracion del zooldgico.

Respuesta: 218 animales.

. El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:
dx

E:x(a+by)
@ _
b —y(c+gx)

fue disefiado por el matemadtico Volterra (1860-1940), para describir el
comportamiento de dos especies que compiten para sobrevivir en el mis-
mo hébitat. Resolver esta ecuacion, usando la regla de la cadena:

dy dy dt
&2
dx dx dx
Respuesta: y‘e” = kx‘e®*
. Ciertas enfermedades se propagan mediante picaduras de insectos (la
malaria), o por transmisiones (la tifoidea). Supongamos que x representa
la cantidad de transmisores en una cierta poblacién, y y es la cantidad de
sanos, en el instante 7. Si los transmisores se eliminan de la poblacién
con rapidez 3, de manera que se cumple:
dx
—=—Bx
dt
Y si la enfermedad se propaga con una rapidez proporcional al producto
xy, tendremos:
dy
dt
a. Para x(0) = X, hallar x en cualquier instante z.

b. Para y(0) =Y, hallar y en cualquier instante 7 (usar el resultado anterior).

¢. Cuando t — o, ;cudl es el valor limite de y y qué significa?:

Bt axg(eP-1)/p e

Respuestas: a. x = x,e b. y=Y,€ c. Y=Y,e
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9.

10.

Un cuarto tiene 60 m® de aire, originalmente libres de mondxido de car-
bono. Se prende un cigarrillo y el humo, con un contenido del 4.5% de
monéxido de carbono, se introduce con una rapidez de 0.002 m’/min y
se deja salir la mezcla con la misma rapidez. a. Encontrar una expresion
para la concentracién de monéxido de carbono en el cuarto en cualquier
instante. b. La concentraciéon de monéxido de carbono a bajos niveles,
por ejemplo: 0.00012 puede ser perjudicial para los seres humanos. En-
contrar el tiempo en el cual se alcanza esta concentracion.

Respuestas: a. C = (9/200)(1—6”/30000) b. t =4 horas

En una estacién de metro subterraneo de 7500 m’ se ha comprobado que
hay una concentracién de 0.2% de CO,. Para renovar a atmésfera, unos
ventiladores introducen aire del exterior (el cual tiene una concentracion
CO, de 0.06%) a una velocidad de 7000 m’/min. Hallar el porcentaje
de CO, después de 15 minutos.

Respuesta: 0.06 por ciento.

Fisica

— EJEMPLO 1

Segtn la ley de Enfriamiento de Newton, la velocidad a la que se enfria una
sustancia al aire libre es proporcional a la diferencia de temperaturas de
la sustancia y del aire. Si la temperatura del aire es 28° y la sustancia se en-
fria de 100° a 80° en 12 minutos, ;en qué momento estard a una temperatura
de 50 grados?

Llamaremos 7T a la temperatura de la sustancia a los ¢ minutos.

dT
Entonces, d_ = —k(T - 28) es la ecuacién del proceso, donde la constante
1

negativa representa pérdida o disminucion.

La solucién por el método de variables separables es:
T =ce ™ +28
Aplicando las condiciones iniciales:

t=0 T =100 tenemos:

100=C+28, C=172

ypara t=12, T =80
1. 13

80=72¢"* +28 k=—In—
12 18

Entonces: T = 72¢ /120¥18) 4 og



Para T =50
50-28 _ e—(l/lz)ln(IS/ls)f
72
lnE = i lnE t t =43.72 minutos
. 36 12 18

— EJEMPLO 2

Un objeto que pesa 30 kg se deja caer desde una altura de 40 m, con una
velocidad inicial de 3 m/seg. Supongamos que la resistencia del aire es pro-
porcional a la velocidad del cuerpo. Se sabe que la velocidad limite debe ser
de 40 m/seg. Encontrar: 1. La expresién de la velocidad del objeto en un
tiempo ¢, 2. la expresion para la posicion del cuerpo en un tiempo ¢y 3. la
velocidad después de 8 segundos.

1. La fuerza neta F sobre un cuerpo es F' =mg— kv, donde m es la masa
del objeto, g es la fuerza de la gravedad y kv es la fuerza debida a la
resistencia del aire (k es una constante de proporcionalidad).

Ademads, por la segunda ley de Newton, tenemos:

dv  dv
F=m— m—=mg—kv 1
ar "™ M
En este problema:

o =30 kg y como w=mg, entonces mg =30 kg

y m= ;—(; =3.06 kg masa (tomamos m = 3)

v.lim =40 m/seg, donde v.lim = @; entonces:

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (1):

dv 1 e .,
; + Z v =10 ecuacion lineal, cuya solucién es:
1

v=_Ce " +40

Con condici6n inicial: para t =0, v =3,

3=C,+40 > C, =-37

sv=-37¢"* +40

Fisica
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.. dx
2. Para encontrar la posicién del cuerpo tomamos v = e entonces:

d t
d_x =-37¢" + 40, ecuacion de variables separables,
1

con solucion: x = 148¢™* +40r+C,
Parat=0—>x=0y C,=-148

sox=148¢7"* + 401 - 148
3. Para t=8
v=-37¢"+40
— S v =35 m/seg

— EJEMPLO 3

Un circuito RL tiene una fem de 5 voltios, una inductancia de 1 henrio, una
resistencia de 80 ohmios y no tiene corriente inicial. Determinar la corriente
en el circuito para cualquier tiempo ¢.
El circuito més sencillo RL consta de:

e Una resistencia R, en ohmios.

¢ Una inductancia L, en henrios.

* Una fuerza electromotriz, fem E, en voltios.

©

Figura 3-9.

R
L

A

La cantidad de corriente /, en amperios, queda expresada por la ecuacion:

dl R E
—+—=I==
dt L L

Entonces, para E=5, L=1y R =80, la ecuacién del circuito es:

dl
d_ +80/7 =5, ecuacién lineal, cuya solucidn es:
t

1 _
I=—+ce™

16

1
Para r=0, I =0; entonces: c=——

16



Fisica

La corriente en cualquier tiempo 7 es:

— EJEMPLO 4

Un circuito RC tiene una fem de 200 cos 2t (en voltios), una resistencia de
50 ohmios y una capacitancia de 107 faradios. En ¢ = 0 no hay carga en el
condensador. Hallar la corriente en el circuito en un tiempo .

El circuito RC consta de:
e Una resistencia R, en ohmios.
* Una fem E, en voltios.

* Una capacitancia C, en faradios (no hay inductancia).

A

Figura 3-10.

La ecuacién que da la cantidad de carga eléctrica g, en culombios, es:

d 1 E d
—q+—q=—, ademds [ =L

dt RC R dt

Entonces: E =200cos2t, R=50, C =107y la ecuacién es:

d . L
d_q +2g =4 cos 2t ecuacion lineal, cuya solucidn es:
1

g=cos2t+sen2t+ce”
Para t =0, g =0; entonces: ¢ =—1

sog=cos2t+sen2t—e

Norta: 4 J e’ cos 2tdt =*' (cos 2t + sen 2t)

Una vez obtenida la carga, podemos encontrar la corriente:

d
1 :d—q:—25en2t+20052t+2e‘2’
1
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— EJEMPLO 5

Un resorte de peso despreciable estd suspendido verticalmente. En su ex-
tremo libre se ha sujetado una masa de m = 40 kg. Si la masa se mueve con
velocidad de v, = 1 m/seg, cuando el resorte estd sin alargar, hallar la veloci-
dad v cuando el resorte se alarga 2 metros.

La fuerza del resorte es proporcional (y opuesta) al alargamiento (Ley de Hooke).
Ademds se cumple: fuerza neta sobre el objeto = peso del objeto — fuerza
del resorte.

d
Entonces: m . = mg — kx
dt

X\ dt dx
cuya solucion es:

dv(d d
O también m—v(—x] = = mg — kx , ecuacién de variables separables,

k .
v? :ng——x2+c,ob1en, mv? :ngx—kx2+c
m

Para x =0, v=v,. Entonces, ¢ =my, por tanto:
mv? = 2mgx — kx* + mvo2

Para los valores del problema, la velocidad del alargamiento queda en fun-
cibén de la constante k; cuyo valor puede especificarse mediante condiciones
iniciales. En este caso, la velocidad es:

k
Vi=dg——+1
710

— EJEMPLO 6

En cierto depdsito hay 189 L de solucién salina que contiene 10 kg de sal.
Se vierte agua en el dep6sito con una velocidad de 4 L por minuto y sale la
mezcla con velocidad de 3 litros por minuto. La concentracidon se mantiene
homogénea. Hallar la cantidad de sal al cabo de media hora.

Volumen inicial: V;, =180 L, cantidad de sal Q, =10 kg, velocidad del agua
al entrar e =4, velocidad de la mezcla al salir f = 3.

Sea Q la cantidad de sal en el depdsito en un momento dado. El volumen de
solucién salina en cualquier momento es: V, +et— ft. La concentracion
de sales O / (VO +et—f ), y la sal que sale del depdsito lo hace a una razén de

f[Q/V, +et - ft | kg/minuto.
Entonces:
@, L

dr V0+(e—f)tQ:O




EJERCICIOS 3.5

1.

3
dQ+ =0
e 180+tQ
Q__ 3, do_
dt (180+1)~ " dt 180+t

InQ=-3In(180+1¢)+InC

_c
(180+t)3

Para t=0, O=a=10 c=5832x10°
\__Para r=30, 0=6.3 kg de sal.

Una sustancia se enfria desde 100° hasta 70° en 15 minutos estando al
aire libre (temperatura del aire 20°), hallar la temperatura después de
30 minutos.

Respuesta: T=51°

Un cuerpo a una temperatura desconocida se coloca en una habitacién
en la cual hay una temperatura constante de 18°. Si después de 15 minu-
tos la temperatura del cuerpo es de 8° y después de 25 minutos es de 12°,
hallar la temperatura inicial del cuerpo.

Respuesta: T=3.5°

Se desea enfriar una sustancia, la cual se introduce en un refrigerador
que estd a una temperatura constante de 5°. Al cabo de 30 minutos, la
sustancia estd a 8° y después de 40 minutos estd a 6°. Hallar la tempera-
tura inicial de la sustancia.

Respuesta: T = 86°

. Un cuerpo a una temperatura de 30° estd inmerso en un bafio cuya tem-

peratura se mantiene en 50°. Después de una hora la temperatura del

cuerpo es de 40°, hallar:

a. Latemperatura del cuerpo después de dos horas a partir de la inmersion.

b. El tiempo que se necesita para que la temperatura del cuerpo sea
de 48°.

Respuestas: a. T=45° b. t=3h 19 min18 seg

. Latemperatura del aire es de 40°. Si un objeto se enfria en el aire pasando

de una temperatura de 120° a otra de 100° en 20 minutos, encontrar:

a. la temperatura del cuerpo después de 50 minutos.

b. El tiempo necesario para que la temperatura del objeto sea de 70
grados.

Respuestas: a. T=79° b. t = 68 minutos

Fisica
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10.

11.

. Un cuerpo de masa m = 2 kg se lanza verticalmente en el aire con una

velocidad inicial v,= 3 m/seg. El cuerpo encuentra una resistencia al aire
proporcional a su velocidad, hallar:

a. La ecuacién del movimiento.

b. La velocidad en un tiempo ¢ = 20 seg.

c. El tiempo necesario para que el cuerpo llegue a su altura maxima altura.

2 2
Respuestas: b. v= _Tg +(3+ 78)6—10/(

2
c. t=—In %H
k 2g

. Un cuerpo de masa 14.7 kg se suelta con velocidad inicial de 0.5 m/seg

y encuentra una fuerza debida a la resistencia del aire dada por 8 v, ha-
llar la velocidad para el momento 7 = J2 segundos.
Respuesta: v=4.23 m/seg

. Un cuerpo con una masa de 9.7 kg se suelta de una altura de 300 m sin

velocidad inicial. El cuerpo encuentra una resistencia al aire proporcional

a su velocidad. Si la velocidad limite debe ser de 95 m/seg, encontrar:

a. La velocidad del cuerpo en un tiempo ¢.

b. La posicion del cuerpo en un tiempo ¢.

c. El tiempo que necesita el cuerpo para alcanzar la velocidad de
50 m/seg.

t

a. v=95(1—e °7)

Respuestas: |, =95;1921.5(¢ > —1)
c. t=7.24 seg

Se deja caer un objeto que pesa 98 kg desde una altura de 50 m con una
velocidad inicial igual a cero. Suponiendo que la resistencia del aire es
despreciable, hallar:

a) La velocidad cuando ¢ = 0.25 min.

b) La posicion del objeto cuando 7 = 3 seg.

¢) Eltiempo invertido desde que se solté el objeto hasta que toco tierra.

a. v=147 m/seg
Respuestas: b. x=44.1 m
c. t=3.19 seg

Un circuito RL tiene una fem de 9 voltios, una resistencia de 30 ohmios,
una inductancia de 1 henrio y no tiene corriente inicial, hallar la corrien-
te en el circuito para un tiempo ¢ = 1/5 seg.

Respuesta: [ = 0.2992 amperios

Un circuito RL tiene una fem de 8 sen 2 t voltios, una resistencia de
10 ohmios, una inductancia de 2 henrios y una corriente inicial de 5 am-
perios, hallar la corriente en el circuito cuando ¢ = T seg.

Respuesta: [ =0.2779 amperios 2



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Un circuito RC tiene una fem de 300 cos 2¢ voltios, una resistencia de
200 ohmios y una capacitancia de 10~ faradios. Inicialmente no hay car-
ga en el condensador. Hallar la corriente en el circuito en ¢ = 41 seg.
Respuesta: [ = 0.2779 amperios

Hallar la corriente en un circuito RL que tiene un voltaje constante, R =
40 ohmios, y L = 8 henrios. Para ¢ =0, los valores de E e I son cero vol-
tios y 10 amperios, respectivamente. Calcular el tiempo necesario para
que I =5 amperios.

Respuesta: t = 0.14 segundos

Un circuito que consta de un condensador y una resistencia se conecta
como en la figura:

MAN

Figura 3-11.

Si lleva una carga g = 0.05 coulombios y el interruptor se cierra cuando
t=0, hallar la carga eléctrica después de 9 segundos si ¢ =3 x 10~ fara-
dios y R = 10° ohmios.

Respuesta: g = 0.0025 coulombios

Un objeto que tiene una masa de 4 kg estd suspendido de un resorte de
peso despreciable. Si el objeto se mueve con velocidad v,= 3m/seg
cuando el resorte estd sin alargar, hallar la velocidad cuando se alargue
50 centimetros.

Respuesta: v = (18.8 — k/16)"” m/seg

Un tanque contiene inicialmente 100 L de una solucién salina que con-
tiene 25 kg de sal. Se vierte agua dulce en el tanque a una velocidad de
4 kg/min, mientras que sale del tanque una solucién bien mezclada a la
misma velocidad. Hallar:

a. La cantidad de sal en el tanque en cualquier momento .

b. El tiempo que se necesita para que haya una cantidad de 10 kg de sal.
c. Si t — oo, averiguar la cantidad de sal que queda en el tanque:

a. 0= 25¢

Respuestas: b. t=22.9 min
c. 0=0

Un depdsito contiene inicialmente 200 L de una solucién salina que con-
tiene 40 kg de sal. En ¢ =0 se vierte agua en el depdsito a una velocidad

Fisica
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18.

19.

20.

21.

de 8 litros por minuto y sale del depdsito una solucién bien mezclada a
6 litros por minuto. Hallar el tiempo necesario para que haya en el tan-
que una cantidad de sal de 10 kilogramos.

Respuesta: t = 58.74 minutos

Encontrar el tiempo que se necesita para vaciar un tanque cilindrico que
tiene un radio de 4 m y una altura de 5 m a través de un orificio redondo
con 1/24 m de radio situado en el fondo del tanque. La velocidad de sa-
lida del liquido es aproximadamente v =0.6,/2gh m/seg, donde 4 es la
altura del liquido en el tanque y g la gravedad.

Respuesta: t =4 h 18 minutos

Hallar el tiempo que tarda en vaciarse un tanque semiesférico de 2 m de
diametro lleno de agua, si €sta sale por un orificio de 0.1 m de radio que
hay en el fondo del tanque, sabiendo que la velocidad de salida de agua
por un orificio es la dada en el problema 18.

Respuesta: t =35.16 segundos

Figura 3-12.

Para ir a su clase un joven recorre un camino en linea recta, de tal mane-
ra que su velocidad excede en 3 a su distancia respecto del punto de
partida. Si v =4 cuando ¢ = 0, encontrar la ecuacién del movimiento.
Respuesta: x=4¢'- 3

Un tanque cénico de 10 m de altura y 6 m de radio pierde agua por un
orificio en su fondo. Si el drea de la seccién recta del orificio es Y4 m’,
encontrar:

Figura 3-13.
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a. Laecuacion que representa la altura / del agua en un instante cualquiera.
b. El tiempo que tarda en vaciarse.

a. B2 =10 125/2¢ p
Respuestas: 72

b. t=2min 9 seg

22. Un trineo de 50 kg de peso se empuja en linea recta contra el viento con
una fuerza de 10 kg. Si la friccidn es despreciable, pero la resistencia del
aire es, en magnitud, igual al doble de la velocidad del trineo, y si el tri-
neo parte del reposo, encontrar la velocidad y la distancia recorrida al
final de 2 segundos.

Respuesta: 2.72 m/seg, x =6.55 m

23. Un tanque cilindrico que tiene un volumen de 20 m cubicos esté lleno de
aire atmosférico que se comprime de un modo adiabdtico, hasta que su
volumen se hace igual a 15 m’. Calcular el trabajo invertido en la com-
presion.

NOTA: El proceso adiabético se representa por la ecuacion de Poisson:

P (v,
F, Vv
donde k es una constante para el gas dado. Tomar P,= 1 atmoésfera.

k-1
20 |( 4
Respuesta: W =——|| — —11]; k#1
1-k|\ 3

24. Un tubo de 10 cm de didmetro contiene vapor a 100 °C. Se encuentra
aislado con una capa de 3 cm de espesor y conductividad térmica k=175
x 10 cal/cm grado seg. Si la superficie externa del aislante se mantiene
a 45 °C, encontrar la pérdida de calor en un metro de longitud del tubo y
la temperatura a la mitad del aislante.

Figura 3-14.

Respuesta: 1a pérdida de calor es 12.87 cal/seg.
La temperatura para el radio 6.5 es de 69.29 grados centi-
grados.
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Otras aplicaciones

— EJEMPLO 1

Un banco ofrece 10% de interés compuesto continuamente en una cuenta de
ahorros. Determinar el importe del interés ganado en 1 afio con un depdsito
de un millén de pesos.

. dx
Sea x 1la suma de dinero al cabo de ¢ afios; entonces: d_ =0.10x es la ecua-
1
., . .z . 0.1¢
cién que satisface el problema, cuya solucion es: x = ce

Y para las condiciones iniciales: = 0; x = 1000 000 tiene la forma:

x=1000 000"

Parar=1,x=1 105 170.90 se tiene:
1105 170.90 — 1 000 000 = 105 170.90 es lo que gand este afio.

EJERCICIOS 3.6

1.

Hallar el tiempo necesario para que una cantidad de dinero aumente al
doble al 15% por afio, con un interés compuesto continuo.
Respuesta: t = 4.62 aiios

. Un hombre tiene una fortuna que aumenta una tasa proporcional al cua-

drado de su capital actual. Si tenfa un millén de pesos hace un afio y
ahora tiene dos millones, determinar:

a. La cantidad que tendrd dentro de seis meses.
b. La que tendrd dentro de dos afios.

Respuestas: a. Cuatro millones. b. Infinito.

Sea % =0.4 s la variacién de cantidad de dinero s con respecto al
tiempo, donde 0.4 representa 40% de interés compuesto durante un afio.
Calcular:

a. El tiempo necesario para que se duplique la cantidad.

b. La cantidad inicial, si en 10 afios el capital es de dos millones.
Respuestas: a. t=1.733 afios. b. s,=36 631.28

. El radio de la Luna es aproximadamente de 1738 km. La aceleracién de

la gravedad en su superficie es aproximadamente 1.67 m/seg’. Determi-
ne la velocidad de escape de la Luna.

Respuesta: v,= 2.4 km/seg

Teniendo en cuenta el problema anterior, determinar la velocidad de
escape de Marte, Jupiter y Venus, si:



Planeta Radio (km) *
Tierra 6372 1
Marte 3 389 0.37
Venus 6 195 0.86
Jupiter 69 880 2.64

Donde * representa la aceleracion de la gravedad en la superficie del
planeta con respecto a la Tierra.

Respuestas:

Marte: v,= 4.9 km/seg
Jupiter: v,= 59.67 km/seg
Venus: v,= 10.21 km/seg

Los Bernoulli

La familia Bernoulli fue para la matemadtica lo que la familia Bach para la misica.
Entre 1654, fecha de nacimiento de Jacobo, y 1863, afio en que murié Juan Gustavo,
tataranieto de Juan, hermano del primero, esta familia suiza brind6 12 matematicos de
notoriedad. Sin lugar a dudas, los Bernoulli de mas peso fueron Jacobo (1654-1705),
Juan (1667-1748) y Daniel (1700-1782), hijo de este ultimo.

Debemos a Jacobo el uso de las coordenadas polares, la obtencién del radio de
curvatura, el estudio de la curva llamada catenaria y muchos mds resultados, con-
secuencia de la aplicacién del cdlculo a problemas de fisica. Los famosos nimeros de
Bernoulli, distribucién de Bernoulli, lemniscata y polinomio de Bernoulli son obras
de Jacobo.

Su hermano Juan, maestro reputado y hombre de mal genio, fue atin mas prolifico,
especialmente en el desarrollo del cdlculo que aplicaba indistintamente a problemas de
matemadticas o de fisica. Asi es como se encuentran entre sus obras el estudio de la
propagacion de la luz (reflexion y refraccion), de las trayectorias ortogonales a ciertas
familias de curvas o de la famosa braquistécrona —la trayectoria de mds rapidez para
el movimiento de una particula pesada entre dos puntos—. Jacobo y Juan, a pesar de
cierta tensién entre ellos debida a asuntos de prioridad de descubrimientos, intercam-
biaron ideas toda su vida. También estaban en relacién continua con Leibniz, padre de
la herramienta que estaban usando.

El tercer gran Bernoulli, Daniel, se interes6 mas en ciertas ramas de la fisica como
la astronomia, la teoria cinética de los gases —creacién suya— y, sobre todo, en la
hidrodindmica. Sin embargo, sus trabajos en probabilidad y ecuaciones diferenciales
parciales lo colocan también entre los grandes de la matematica.

Tal como le habia iluminado toda su vida,
también ahora el entendimiento ilumind

ese instante de la existencia de Juan Gaviota.
Tenian razon. El era capaz de volar mds alto.

JUAN SALVADOR GAVIOTA, R. BACH

Los Bernoulli
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Daniel Bernoulli
(1700-1782)



138 Capitulo 3 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden

El par de amigos

Un excursionista, Liborio, camina a la velocidad de 1.6 km/h por la orilla de un rio de
curso recto con 1 km de ancho. Su amigo, Nicasio, estd en la orilla opuesta y se decide a
alcanzar a Liborio nadando en todo momento en direccidn a €l.

La velocidad a que nada Nicasio en aguas tranquilas es de 3.6 km/h y la corriente
del rio es de 1 km/h en sentido opuesto a la marcha de Liborio. Cuando Nicasio alcance
a Liborio ;cudl serd la distancia recorrida por éste desde el momento en que Nicasio
salté al agua hasta el momento del alcance?

SOLUCION: 0.93 kilémetros.

El caracol y el muro

Un caracol sube verticalmente por un muro de 12 m de altura. Durante el dia sube 2 m
y durante la noche resbala, retrocediendo 1 m. ;Cudntos dias tardard en subir al muro,
sabiendo que su velocidad promedio es de 16.6 cm por dia?

SOLUCION: 11 dias.

Propiedades metafisicas del numero 3

Representa el principio de la naturaleza en funcién, transmutacién y manifestacion.
Segun Pitdgoras, genera la musica, ensefia la geometria, es la razén de la virtud y la
sintesis del intelecto. Estd formado por dos semicirculos que juntos constituyen el
circulo completo, simbolo del alma. En la mente humana es creacioén, conservacién y
renovacion.

Numeracion hebrea, aproximadamente 300 a. C.

LTy 1P 1 8

PREGUNTA: ;Cémo construir la pista de patinaje mas rapida entre dos puntos? (Bra-
quistocrona). (Reto para Jacobo y Juan Bernoulli.)

Llegaron a la ecuacién que cumplia la maxima rapidez:
I+ 1=c . C6émo se obtuvo?
Con solucién:
x=a(f—sen6) iUna cicloide!

y=a(l—cosf) (Y como se lleg6 a ella?

Los libros tejieron, cavaron, deslizaron su serpentina

Y poco a poco, detrds de las cosas de los trabajos, surgio
como un olor amargo con la claridad de la sal

el drbol del conocimiento.

Fragmento Los libros, PABLO NERUDA
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EL PAR DE AMIGOS

Consideremos inmévil la corriente del rio y Liborio llevard su velocidad mds la del rio.

V,=1/.6+1=2.6 km/h V, =3.6 km/h
S, =b=26t¢t S, =3.6t
dy _b-y
dx a-x
y(a-x)=2.6t—y

(A

Como t=—"%
3.6 b

36 ! ,

13
a-x)=—3S, -
Y(a—x) m

Derivando: Figura 3-15.
’ ’7” 13 2 ’ .
=y +(a—x)y :§1/1+y —y’ entonces:

13 1+y”
18 a—x

//

ssea y=z—>y'=7

Z,_E 1+zz. 18 dz  dx
18 a—x 13 1+z> a—x

%ln(z+\/1+zz)=—ln(a—x)+lnc
Z+ ,1+Z2 :C(a_x)—B/lS
Para x=0—>y=0—-2=0; l=ca® -.c=d""
4 /1+Zz =013/13(1_£)713/13a713/13 =(1_£)713/13
a a
,1+Z =(1- )—13/18

x —13/9 X 3/18
Elevando al cuadrado: 1+7° = (l ——] +72 =27 (1——)
a a

X —13/18 X —13/9
2z(1——j :(l——) -1
a a
ﬂ_ l_ﬁ —13/18_ 1_{ 13/18

dx a a

/18 3718
Integrando: 2y=—%a(l—£j +18 [1_fJ +e
a

Para x=0—>y=0
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0=——a+—a+c y c=—a——a
5 31
468
155
c 34 234
Parax= >y=—=—"—a, pero a=1km—>y, =—— km
YT s P YT
Como tL:LyL 10234_18h

2.6 26155 31

la distancia serd t,V, = ( .6)= Is5 =0.93 km

La braquistécrona

Queremos resbalar desde A hasta B, ;cudnto tiempo tardaremos?
De acuerdo con la ley de caida, la velocidad v en cada punto depende solamente de la
altura respectiva:

A0, 0) .y v:éz 2gx, dt= ds

dt J2ex

Ahora bien, (ds)* = (dx)’ +(dy)’ = (dx)’ (1 E:‘Z; ] (dx)’(1+y™)

Y1\ dx

x—h ) Elevando a la potencia V2:

ny dx

X y d M ’2
ke ! B ds =dx1+y” entonces: dt= IL Y dx

y2 . B(xv )’) 2gx
} Integrando, se obtiene el tiempo total de caida desde A a B:
) ,2

Figura 3-16. - J* Ity dx

Para diferenciales pequefios la curva puede sustituirse por la cuerda, entonces:

y =tana

J-\/l+tan @, 1 j‘ﬂ
,/ Jx cosa/2g 7, Jx
Anadamos otro diferencial, donde similarmente:

. 1 X:Ir’hd_x
2_cos[ﬁ\/ﬂ " Jx

Sumando:

dx U dx

i cosa\/_'[f cosB\/_j
cosa\/_(\/— Vi- h)



Derivando en funcién de los dngulos e igualando a cero para obtener un minimo:

—2(\/__ x_h)senada+—2( x+h—\/;)
J2g cos’ J2gcos’B
(\/__\/T) sen o (\/— \/—) senB

senPBdp =0

También tenemos:

h h
Sumando:
— + —_
tan o+ tanB = %
h(tan o+ tan3) = y, — ¥, = constante
Diferenciando
sec’ ado+sec’ Bdp =0
da_ dB
cos’ a cos’B

de donde

(\/;—\/x—h)senaz(\/erh —\/;)senﬁ

Multiplicando y dividiendo por el factor apropiado:

(f—m)(&wm) (\/F x/—)(\/ﬁw/—)
Jx+x=h sene= Jx+h+Jx

senat senf3

Je+Jx—h Jx+h+Jx

1
igual a —
g 2o
Tomando 4 suficientemente pequefio:

sena _ senf3

2Wx 2dx

de ahi que: sena=senf

dy= \/\/;ds como ds =/1+y dx
’2

Jx
entonces ¥y = ——+/1+y
N 2a

osea: x(1+x"%)=2a

de donde y’ =
a—x

; esta relacién debe permanecer constante; por ejemplo,

La braquistécrona
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Cambiemos los ejes de coordenadas para que la ecuacion adopte el aspecto clasico:

dy%\

dx
y
Figura 3-17.
y(a+y?*)=c
& _ |y
dx y
\/; dy=dx
c=y
d
Sea: & tan o
dy
entonces, tano = y  y=csen’a
c—y
Diferenciando:
dy=2csenacosada
dx = tan ady
=tana(2csenacosa)da
=c(l—cos2a)da
Integrando:

x= %(Za —sen2a)
y=csen’a=c(l-cos’ )
c
=—(1-cos2a
2( )
Tomando %z a y 2a=0 tenemos:

x=a(f—senbh)

ecuaciones paramétricas de la cicloide
y=a(l—cos0)



HORIZONTALES

1.

10.

11.

Matematico frances (1713-1765) autor de: Teoria de la
forma de la Tierra, basada en los principios de la hidros-
tatica. Tosco, inculto, grosero.

. Lenguaje hablado antiguamente en Francia. Letras de

pira en desorden. Metal precioso.

. Simbolo del nitrégeno. Introduciré, fundare. Simbolo de

la aceleracién de la gravedad.

. Palabra latina que significa: dada. Atormentar, afligir.
. (Al revés). Segunda letra del alfabeto. Dudosa, insegura,

indecisa. Sociedad anénima.

. Fruto del nogal. ABONA en desorden. (Al revés). Cami-

no, carril de hierro.

. Existir. Simbolo del argén. Nombre de varén. Vocal.
. Simbolo del aluminio. Fuerza que atrae los cuerpos al

centro de la Tierra. Simbolo del azufre.

. Parte resguardada artificialmente en aguas navegables.

Dios de la mitologia egipcia.

Simbolo del oxigeno. Epoca, temporada de larga dura-
cion. Infusién. Obra tejida de muchos hilos.

Dificultad que opone un conductor al paso de la corriente.
Contraccién de preposicidn y articulo.
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La braquistécrona

VERTICALES

14.

. Aparato para acumular electricidad.
. Simbolo del litio. Madre del padre o de la madre. Vocal.
. (Al revés). Flor del tilo. Terminacién de infinitivo. Ani-

mal doméstico.

Vocal. Planta graminea. Letras de la palabra: gris.

En paz descanse, en latin. Exponente de una potencia in-
determinada. Superficies.

Tranquilizardn, calmardn. Consonante.

Metal muy denso y radiactivo. Poeta.

Recta que toca a una curva en un punto. Preposicion.
Aturdido, avergonzado. Simbolo del carbono.

Simbolo del niimero atémico. Con cuernos o astas (feme-
nino, plural). Vocal.

. Arteria principal. Publica, imprime.
. Calenté, fastidié. Vocales. Nota musical.
. Satélite de Japiter descubierto por Galileo el 7 de enero

de 1610. De esta manera. General romano y dictador
oponente de Mario.
Vocal. Peligroso, enfermo, serio. Cloruro sédico.

9 10 11 12 13 14
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f,cuacliones

diferenciales
de orden superior

Leonard Euler
(1707-1783)

Ecuaciones diferenciales reducibles a ecuaciones
de primer orden
Ecuaciones diferenciales lineales
Principio de superposicion o linealidad
Dependencia e independencia lineal
Wronskiano
Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas
Ecuaciones de segundo orden con coeficientes constantes
Ecuacion de Cauchy-Euler
Ecuaciones de orden arbitrario con coeficientes constantes

Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas
de segundo orden

Meétodo de coeficientes indeterminados para obtener y,
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Ecuaciones diferenciales de orden superior

Introduccion

Euler se pregunté si no habria una forma mads practica para la expresion e”.
(Coémo procedié?
n
. 2 Z
Sea z = ix, entonces, e" =e" = ) —
n!
3 4 .5 6 .7

. \n 2 .
ix LoXxT x oxT k) ox ix
Por tanto, 2(—)=1+zx———— —+ +
n! 21 31 41 51 6! 7!
Puesto que: i’=—1; i’=—i; i’=1; i’=i; etcétera.
i x* oxt X : X X
Entonces, ¢  =1—-—+———+ ... +i| x——+———+ ...
21 41 6! ! !
En donde reconocemos las series de dos importantes funciones trigonométricas,
de ahi que: ¢” =cos x + i sen x
Similarmente: ¢~ = cos x — i sen x

Estas son las famosas formulas de Euler que vamos a necesitar en este capitulo.
Ademds, veremos algunas ecuaciones de orden superior a dos.

Ecuaciones diferenciales reducibles
a ecuaciones de primer orden

Dada la ecuacién diferencial lineal de segundo orden y” + f(x)y"+ g(x)y=0 es
natural suponer que una forma de resolverla es integrar dos veces la ecuacidn.
De hecho, asi se realizard, s6lo que se utilizard el cambio z =y" — 7' = y” para
que las constantes de integracién aparezcan en su momento.

— EJEMPLO 1

Dada la ecuacién xy” = y’, reducirla a una ecuacién de primer orden y en-
contrar su solucioén.

Sea Z:y/_>Z/=y”

la ecuacidn es, entonces, xz” = z de primer orden.

dz d
Integrando: z_=Z
X
Inz=lnx+Inc

0 sea, z = ¢, xdx 5

X
Como z=y" — dy=cxdx, entonces, y=c, Y +c,.

Es la solucién general de la ecuacién lineal de segundo orden.

Comprobacién: derivando la solucion

Y =cx
: : y'=a
y ” y ” 7’
pero ¢ =——=y =— 'y Xy =Y
x x
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— EJEMPLO 2

Veremos algunas ecuaciones de segundo orden en las que no aparece expli-
citamente la variable independiente x, que pueden reducirse a primer orden y
resolverse. Se hace la siguiente transformacion:

4 ” d(y’) dZ

Sea y=z—y"= =—

yEemy dx  dx

Usando la regla de la cadena:
,_didy_d

<
dydx dy

entonces, en este caso, usaremos:

y =z
” __ Z%
dx
Aplicando al siguiente ejemplo:
yll _ W’ — yl
Z% —-yZ=12
dy Y
dividiendo entre z:
= y+1
dx
dz=(y+1)dy
2
=2t y+ ¢
dy _y 2
osea, —=-"—+y+c
dx 2 J
> Y =dx
y? +y+c,
2d
2,
Y +2y+2c

Completando el cuadrado en el denominador y tomando 2¢, —1 = ¢,*:

2d
2

(y+1) +¢,
2 +1
—tan_ly—zx+c2
Cl Cl
y+1

=tan(c,x +c,)

G

y=c tan(c,x+c,)—1

\_ Se comprueba como en el ejemplo anterior.
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EJERCICIOS 4.1

Reducir el orden de las siguientes ecuaciones diferenciales y resolverlas:

Respuestas
1. xy"+y'=0 y=¢Inx+c,
x2
2. (x=1)y"-y'=0 y=c1?—c1x+c2
3. Xy +x=1 y=—Inx(Q+x)+x+cx+c,
2
4. (x+1)y" =y y=01x?+clx+c2
5. x"—-y =x —x—z(lnx—l]+c x—2+c
Xy =Y y 2 ) ) 2
’2
6. y//: Yy y:czeqx
y
y2
7. ' +y?=0 ?=c1)c+c2
3 y3
8. y"=2y(y')' =0 Jray=a-x
” ’2 Cl 2 1
9. 2}7)7 =Yy +1 y= _(.x+C2) dL—
4 e
10. (y=1)y” =y" y=cet +1
x2 3
11. »"+y =x y=c1[1nx+x+T+E+...]+c2
1
12. y”tanh3x—-3y"=0 yzgcl cosh3x+c,
” ’ 4 3/4
13. 4xy"+y" =0 y=§clx +c,
14. 4y"+y' =0 y=ce " +c,
1
15. xy”-3x"=0 y=§x3+cl}c+c2
’ ” Cl 3
16. 2y —xy”" =0 y=§x +c,
17. 2y”"+y? =0 y=2{x+¢, +c,
18. 2+cscxy” =0 y=2senx+cx+c,
19. y"=2y"y y=c¢, tan(c,x +c,)
4
20. y—-4xy”"=0 yzgclx5/4+c2

21. y?-2y"=0 y=—"2In(x+¢)+c,
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1 !
22, 2y = 'y y =4[ — —1In(e™ +¢)]+c,
¢ 2
6
23. 6xy" =y’ y= ;clxw6 +c,
24. yy" -y =y" y=—2¢"+1

y0)=-1 »(0)=0

Elegir la opcién que contiene la solucién de las ecuaciones de segundo orden
reducibles a primer orden.

25. yy”=y/2
a. y+c,=e' +c,

b. y=c,e™

cx

c.y=e
d xy—2+c =—x+c
" Y= 2

+c,

26. yy"+y7 =1
a. y=x"+c,
b. y=c¢ +x’
c. y'=x
d. yz—clz(x+c2)2

27. 4y =xy”*

b. y= —itan’1 [i]
G G

c. y=8In(x+c))
d. y=8In(x+c,)+c,

1
28. 3 y” =y coth3x
1
a. y= Ecosh3x +cx
b. y=c,cosh3x+c,

1
c. y= gcosh3x+c1x+c2

d. y= —%cosh?ax+c2
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29. —y"=y"4x

a.

b.

L
y:—Ex +c,x

y=1/2x"+¢,)
1 J2x

y=—tan ——+c,
G G

y= —Ex_l +cx+c,

/7 1 ” /7
30. yzzayy para y(0)=-1; y'(0)=1

1

a. y=————
Y cx+c,
b. y'=3x-1
c. ¥y= cx+c,
1
d. y=-
x+1
Respuestas:

25. b. Laay c estdn incorrectas porque se aplicaron mal las leyes logarit-

26.

27.

28.

29.

30.

micas y exponenciales. La d estd mal porque tomé 7" =y” y se resol-
vieron de manera errénea las integrales, sin separar las variables y
tomando algunas variables como constantes.

Las tres opciones restantes usan inadecuadamente las constantes de
integracion.

. Las opciones b y ¢ no tienen la constante ¢, y ademds el integrado en

C se tomd como . Este dltimo error perdura en la opcién d.

X+

La opcioén a no respeta las leyes logaritmicas. La opcién ¢ tampoco y
la d tiene el signo x y del cosh x son ambas positivas.

La opcién a presenta la constante de integracion de la primera inte-
gral como sumando, en vez de divisor y le falta la segunda constante
correspondiente a la segunda integral. La opcion b es y” en lugar de
y. La opcidn d tiene el error de la constante ¢, de la opcién a.

La opcién a presenta la solucién general, sin aplicar las condiciones
iniciales. La opcién b supone correcta la solucion que presenta la
opcidn c y le aplica las condiciones iniciales. La opcién ¢ contiene un
error de separacion de variables.



Ecuaciones diferenciales lineales

Ecuaciones diferenciales lineales

Definiciéon 4.1
Ecuaciones diferenciales lineales.
Son de la forma:

d" dr! d
a,(0) 524 a, (1) 52+ a, (0) 2+ ay (x)y = h(x)
dx dx dx
con condiciones iniciales:
Y(x) =,
yl(xo) — ylo
yl/(xo) — yllo
y(n— 1)(x0) — yo(n— D
donde y,, ¥y, ---» ¥, " son constantes arbitrarias.

Para n = 2, tenemos:

a,y’ +ay +ayy = h(x)

con y(x) =,
’ _
Yx) =Y,
dividiendo la ecuacién por a,:
a a h(x)
” 1 ., 0 . _
y+—y+—y=—"
a, a, a,
como a, i =0, ..., n son funciones de x, podemos escribir:

Y+ f(x)y +g(x)y=(x)

que es la forma general de una ecuacién diferencial lineal de segundo orden.

Si r(x) = 0 la ecuacién se llama lineal homogénea.

Si r(x) # 0 la ecuacién se llama lineal no homogénea.
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— EJEMPLO 1

La ecuacién xy” +5x°y —x’y=12x presentada en su forma més simple:
Yy +5xy = x’y=12

es una ecuacion diferencial lineal no homogénea.
: 2z 2 ., . . . ,
La ecuacién y” +5xy” — x”y = 0 es una ecuacién diferencial lineal homogénea.

Una ecuacién diferencial de segundo orden que no pueda escribirse en la

_ forma y” + f(x)y" + g(x)y=r(x) es no lineal.

~—EJEMPLO 2

Son ecuaciones no lineales:
Y+ X))y Y +g(x)y=0
y Y +4(y) —-2y=x

Las funciones f(x) y g(x) se llaman coeficientes de la ecuacion.

Definicion 4.2

La funcién y = h(x) se llama solucion de la ecuacion diferencial lineal (o no
lineal) si estd definida y es derivable n veces en algun intervalo de tal ma-
nera que al sustituirla en la ecuacién (junto con sus derivadas) se obtenga
una identidad.

— EJEMPLO 1

Las funciones y=¢"y y = ¢ " son soluciones de la ecuacién diferencial lineal
homogénea: y” — y = 0, para toda x. Asi:

y=e
yl — e)(
y// — eX

Sustituyendo en la ecuacién dada, e* — ¢* = 0. De modo similar para:

y=e"
yl — e*x
yl/ — e*)[

\__ Sustituyendo: e — ¢ =0.
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EJEMPLO 2

Las funciones y=¢"— 1y y=¢"" — 1 son soluciones de la ecuacién diferen-
cial lineal no homogénea: y” — y = 1, pero las funciones: y=¢"+e¢" -2y
y =3(e" — 1) no son soluciones de esta ecuacién.

— EJEMPLO 3

. 2 2 . ., . .
Las funciones y* = 2x y y* = 4 son soluciones de la ecuacién diferencial no
lineal:

yy//+y/2=0

\_ sin embargo, la funcién y=+/2x +2 no es solucion.

Principio de superposicion o linealidad

Teorema 1. Principio de superposicion o linealidad

Sean y,(x) y y,(x) soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea y” +
f(x)y" + g(x)y = 0 en un intervalo, entonces, y = ¢,y,(x), y = ¢,y,(x) y y = ¢,y,(x)
+ ¢,y,(x) son también solucién en el intervalo. Donde ¢, c, € R.

DEMOSTRACION:
Y= clyll + czy/z yy'= C1y”1 + Czy”z

Entonces,

Y+ Y +qy=(cy, +¢,3,)" + pley, +¢,5,) +q(c,y, +¢,,)
= (Y + 6y )+ pley +6,Y )+ q(ey +6,y,)
=6,V + Y+ @)+ 6,07+ py, +ay,)
=¢'0+¢,c0=0

como y, y ¥, son soluciones, y = ¢y, + ¢,y, es también solucion.

COROLARIO: Una ecuacién diferencial lineal homogénea siempre tiene una
solucién y = 0, conocida como la solucién trivial de la ecuacién.

NOTA: Este teorema no se aplica si la ecuacién no es homogénea (vea ejemplo 2)
o no es lineal (vea ejemplo 3).

—EJEMPLO 4

Tomando las soluciones de la ecuacion diferencial del ejemplo 1, probare-
mos que la funcién y = c,e" + c,e”" es soluciéon de y” — y = 0.
Derivando y:

Y =ce —ce”

—X

” X
Yi=ce —che
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k Sustituyendo en la ecuacién diferencial:

X —X X —X __
ce +ce —ce—ce =0

— EJEMPLO 5

Las funciones y, =e*cos+/3x y v, = e“sen/3x son soluciones de la ecua-
cién diferencial homogénea: y” — 2y + 4y =0

Y y=e"(A cos+/3x+ B sen/3x) también es solucién.

Verificamos derivando esta funcion y sustituyéndola en la ecuacién diferen-
cial dada:

Y =" (—/3A seny/3x ++/3B cos+/3x)+¢* (A cosv/3x + B sen/3x)
y” = e*(—3A cos+/3x — 3B sen/3x +¢* (—/3A sen+/3x)
+3B cos/3x)+ e (—/3A sen/3x +/3B cos/3x)
+e' (A cos\/gx +B sen\/gx)

— —3A ¢* cos+/3x—3B e* sen/3x—~/3A ¢* sen/3x
+ /3B ¢ cos</3x—~/3A ¢ seny/3x+~/3B e cos+/3x
+ Ae* cos~/B3x + Be* seny/3x+2+/3A ¢* sen3x
— 2J3B ¢* cos\/3x—2A e cos</3x—2B e* sen/3x
+4A e* cos\/3x+4B e* seny3x=0
¢ cos3x(-3A+3B+3B+A—23B-2A+4A)

+ ¢" sen3x(-3B+3A—\BA+B+2J3A-2B+4B)=0

\_ .. Si es solucion.

Dependencia e independencia lineal

Definicion 4.3

Dependencia lineal. Dos funciones y,(x), y,(x) son linealmente dependien-
tes en un intervalo abierto, donde ambas estdn definidas, si son proporcio-
nales en dicho intervalo, esto es, si y, = k,y,0 y, = k,y, donde k, y k, son
constantes # 0.

Definicion 4.4
Independencia lineal. Si y,(x) y y,(x) no son proporcionales en el intervalo
son linealmente independientes en el mismo.



Dependencia e independencia lineal 155

CONSECUENCIA: Las funciones y,(x) y y,(x) son linealmente dependientes en
un intervalo < el cociente y,/y, es una constante en el intervalo. Si y,/y, depende
de x en el intervalo =y, y y, son linealmente independientes en €l.

Definicion 4.5

Las funciones y,(x), y,(x), ..., ¥,(x) son linealmente dependientes en el inter-
valo (a, b) si al menos una de ellas puede expresarse como combinacién
lineal de las otras. En caso contrario, las funciones son linealmente indepen-
dientes.

—EJEMPLO 1

X

. . _ 2x 1,2 . :
Las func10ng§. y,=e " yy,=+e " son linealmente dependientes, puesto

ho_ ¢ _
que —= =4 y que es una constante.
1 ,—2x
Y2 z€
Las funciones: y, = ¢y y, = ¢ son linealmente independientes, puesto que:
—2x
n_e

=——=e¢""", que no es una constante.

Yo €

Teniendo en cuenta el principio de superposicién podemos concluir que las
funciones linealmente independientes entre si pueden formar una combina-
ci6n lineal del tipo:

y=cy+toy

La base o sistema fundamental de solucién de una ecuacion diferencial en
\—un intervalo estd formado por n soluciones linealmente independientes.

EJEMPLO 2
y=c e +c,e”

es solucién de la ecuacién diferencial y” — 4y = 0, y como ¢ >y ¢** son fun-
ciones linealmente independientes (vea ejemplo 1) forman un sistema funda-
mental de soluciones en el intervalo —eo < x <oo.

— EJEMPLO 3

y=c¢,x+c,|x| es una posible solucién de y” + xy" — y = 0 que consta de dos
funciones:

M =6X, Y, =6
Estas funciones son linealmente dependientes en x > 0; se puede elegir ¢, =
—c,; pero son linealmente independientes en el intervalo —eo < x <o, pues
basta encontrar un punto en los reales en donde una de ellas no es miiltiplo
delaotraoelegirc,=0yc,=0.
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.~ Y, Y ¥, forman una base o sistema fundamental de soluciones de la ecua-
\_ cion dada.

— EJEMPLO 4

y = ¢,Inx + ¢,Inx’ consta de las funciones Inx y Inx’ que son linealmente de-
pendientes en el intervalo 0 < x < o; por tanto, no son base o sistema funda-
mental de soluciones.

Veamos: 1% _ Inx 1 constante en (0,0).
— Inx’ 3lnx’ 3
Wronskiano

Definicion 4.6
Seany,, y,, y;, ..., y,, funciones que admiten derivadas hasta el orden (n — 1),
continuas en el intervalo a <x <b.

»(x) »x) .. yn(x)
¥/ (%) »x) .y, (%)

W(yl’yZ""9yn):

AR E9 B A ) W R )

se llama wronskiano de estas funciones.

Para el caso de tres funciones:

b bz V3
W5, 95) =1 Vs yi
v/ vy vy

~—EJEMPLO 1
Hallar el wronskiano de las funciones:

y(x)=cos x, y,(x)=senx, y,(x)=1,
COS X senx 1

W(y,y,.¥;) =|—sen x cos x 0] =sen’x+cos’x=1

_ —COS X —sen x 0



— EJEMPLO 2

Hallar el wronskiano de las funciones:

yl(x):e_sx, yz(x):ex’ y’; :ezx

—5x x 2x

e e e
W(y,,y,.y;) = |5 e’ 2e% |= 427
__ —25¢7 ¢t 4e**

—EJEMPLO 3

Hallar el wronskiano de las funciones:

A2 =cos(x—%); v, = sen(x+§);y3 =senx

m m
cos| x—— sen| x +— senx
( 2) ( 2)

W(yl’y27y3): —sen(x—%j cos(x+gj cosx [=0

() —rl3)
—CcoS| X +— —sen| x+— —senx
2 2

\_ porque el primero y el ultimo renglones son proporcionales.

El wronskiano se usa para determinar si dos o mas funciones son linealmente
dependientes o independientes.

Teorema 2

Sean f(x) y g(x) funciones continuas en [a, b]. Sean y,(x), y,(x) dos soluciones
en [a, b] de y”+ f(x)y"+ g(x)y =0, entonces, ¥, Y Y, son linealmente indepen-
dientes en [a,b] < W(y,,y,Xx)#0 paratoda x € [a,b]. Este teorema se puede
generalizar para ecuaciones diferenciales de orden n.

—EJEMPLO 1

Las funciones de los anteriores ejemplos 1 y 2 son linealmente independien-
tes en (—oo, o0); las funciones del ejemplo 3 son linealmente dependientes en
(=00, o), porque si tomamos ¢,=1; ¢,=0y ¢;=—1— (1) sen x + (0) cos x +
(—=1)sen x =0.

Como encontramos ¢, #0y c¢; #0— son linealmente dependientes en el
intervalo.

™ ™
NOTA: cosLx——stenx y sen(x+—J=cosx
— 2 2

Wronskiano
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Una secuencia en Mathematica que indaga si el conjunto de funciones y, = 1
—2sen’x; y, = cos2x es linealmente dependiente o independiente es:

rowone={1-2Sin[x]?,Cos[2x]}

{1-2sin[x]%,Cos[2x]}

rowtwo=D[rowone, x]

{-4Cos[x]Sin[x],-2Sin[2x]}

matrix={rowone,rowtwo};MatrixForm[matrix]
1-2Sin[x7] Cos[2x]

(—4Cos[x]sin[x] —ZSin[Zx]]

wronskian=Det[matrix]

4Cos[x]Cos[2x]Sin[x]-2Sin[2x]+4Sin[x]’Sin[2x]

Expand[wronskian, Trig—True]

0

El wronskiano puede ser cero, aun cuando las funciones consideradas en un
cierto intervalo sean linealmente independientes en él.

— EJEMPLO 2

Dadas las funciones y,(x)=x|x| y y,(x)=x"> probar que son linealmente
independientes en —1 < x <1, aunque su wronskiano es igual a cero.

y
=¥ 2 > s <x<
V=X 3 ylfr—x y.(x) = X S1 0<x<1
% | 1 2 .
\ / —x° st —1<x<0
\\ 2 _s/ y,(x)=x> si —1<x<1
\ /
/ En [-1, 0]
\ 1 /
N / —x2 Je
\\_ pd W(yl ’yz) = =0
o 9_ ":,.f ) o —Zx 2x
-2 -1 7 0™ 1 2
/S "\\ En [0,1]
/ \ 2 2
/ -1 \ X X
\ W( s ) = = 0
;x \.\\ YioYa 2% 2%
ylz—x2 -2 . —>W()’1,y2)=0
Figura 4-1.

en el intervalo —1 < x <1. Vamos a suponer que son linealmente dependien-
tes en el intervalo, entonces debemos encontrar dos constantes ¢, y ¢, no
ambas cero, tales que:




Wronskiano

cx|x|+c,x* =0 en —1<x<1
—en —1<x<0 —¢x’+c,x° =0, x’(-¢,+¢,)=0
en 0<x<I1 cx’+c,x’ =0, x’(c,+¢,)=0

Para ¢, #00¢c,#0 este resultado es imposible. Esto prueba que las funcio-
\— nes son linealmente independientes en —1 <x <1.

—EJEMPLO 3

Dadas las funciones y,(x)= x|x| y y,(x)=x* probar que son solucién de la
ecuacién diferencial x°y” —2y=0.

Para x > 0.
- y=cx’ +c,x°
Y =2¢cx+2c,x
vy’ =2¢,+2c,
Sustituyendo en la ecuacién diferencial:
2¢,x% +2¢,x° = 2¢,x* = 2¢,x> =0, si es solucién

Para x < 0. ) 2
—>y=—cx +c,x

Y =-2¢cx+2c,x
y'=-2¢+2c,
Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
—2¢,x” +2¢,x> +2¢,x* —2¢,x”> =0, si es solucion.
Ly= c]x|x| +c,x”, es la soluci6n general.

Ademads, acabamos de ver que son linealmente independientes y su W = 0;
esto parece contradecir al teorema; sin embargo, observamos que la hipdte-
sis del mismo no se cumple en este caso, puesto que g(x) no es continua en
un punto del intervalo; despejando y” de nuestra ecuacion:

2 . .
— g(x) =—— es discontinua en x =0.
by

\_ Por lo tanto, no se puede aplicar dicho teorema.

EJEMPLO 4

Hallar Ia dependencia o independencia lineal de las siguientes soluciones de
y'+4y =0.

¥, = €OS’X; y,= COS’x — sen’x

159
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CcoS2x _cos2x

i
Y

%

cos’x—sen’x  cos2x

El cociente es constante en (—oo, o); entonces, las funciones son linealmente
dependientes en el intervalo (en realidad es la misma solucidn).

EJERCICIOS 4.2

Usando el principio de superposicion, probar si las funciones dadas son solu-
cién de las siguientes ecuaciones diferenciales:

1.

2.

3.

6.

yy=ce "y, =cxe” de y'+2y' +y=0

Respuesta: si.

y=ce', y,=cxe’ de y'-2y +y=e"

Respuesta: no, porque no es homogénea.

y, =ce cos2x, y, =c,e “sen2x de y'+2y' +5y=0
Respuesta: si.

Y, =ce’cos2x, y, =c,e’sen2x de y’—2y’+5y=cos2x
Respuesta' no, porque es homogénea.

y=ce, y, =ce™” de 10y”=3y' —y=0

Respuesta: si.
’2

y=c¢e 2 y,=1de yy"=y
Respuesta: no, porque no es lineal.

En los siguientes ejercicios, elegir la opcién que contiene la solucién de la
ecuacion diferencial dada, usando el principio de superposicion para verificarla.

7.

1
x2y//+xyr__y=0

4
a. »n=a6x 1/2’ Y, =cx "

b. y=cx, y,=c,x "
c. y=cx' ,yz—czx
d. y=cx", y,=cx”
y' =2y + y =0

a. yy=ce,y,=ce’

b. y=ce', y,=ce’

c. yy=ce',y,=cxe
d. y=ce,y,=ce
Y'-y=0

a. y=ace,y,=ce

b. y, =cxe',y,=c,xe’
c. y=ce, y, =ce’

d. y=ce', y,=ce”
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10. y”" -3y + 2y =0
a. y=ce, y,=ce"
b. yy=ce’, y,=ce"
c. yy=ce',y,=cxe’
d. y=ce, y,=ce”
11. y"+y=0
a. y =c senx,y,=c,tanx
b. y =c senx,y, =c,cosx
C. y,=c¢Cosx, Yy, =c,tanx
d. y,=cxsenx,y,=c,X
12. X%y +4xy + 2y 0
a. y=cx, y,=0x’
b. y=cx, y=cx”

_ )
Y =CX, Y, =6 X

13. y"+4y=0

a. y =cxsen2x, y, =c,cos2x

b. y =c;sen2x, y, =c,xcos2x

c. y, =cxsen2x, y, =c,Xxcos2x

d. y =c/sen2x, y, =c,Ccos2x
14. y" -2y’ +2y=0

a. y, =c,senx, y, =c,cosx

b. y,=ce'senx, y,=c,C08X

c. y, =ce'senx, y, =c,e cosx

d. y,=c/senx, y, =c,e’ cosx
15. x*y” + 4xy’ +2y 0

a. y =ce sen3x, y, =c,cos3x

b. y =ce’, y,=ce cosdx

c. y =csenx,y, =ce

d. y, =ce sen3x, y, =c,e" cos3x
Respuestas:

7. a.

8. ¢. Laopcidén b no puede formar una base de soluciones porque son LD,
de hecho, es la misma solucién. Las opciones a y d dan soluciones
que pertenecen a otra ecuacion diferencial. Los errores de los si-

guientes ejercicios son similares.
9.a.10.d.11.5.12.5.13.d. 14. c. 15. 4.
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Averiguar si las funciones dadas a continuacién son linealmente indepen-
dientes (LI) o linealmente dependientes (LD) en su dominio, usando las defi-
niciones 4.3, 4.4 y 4.5.

16. 1, x, 2x LD

17. 7, ¥ LI

18. x-3,x+3 LI

19. 6, x—3,x+3LD
20. 1,4, x, x°LD

21. 1,x", x*LI

22. €', ¢ LI

23. ¢ ¥ ¢ LI

24. ¢ xe”, Xe LI
25. 1,x, €' LI

26. ¢*, 4" LD

27. Iny’, Inx’ LD

28. 1, ™ LD

29. Inx, xlnx, x’Inx LI
30. sen2x, cos2x LI
31. senx cosx, sen2x LD
32. 1, sen’, cos’xLD
33. sen’x, cos’x LI

34. 1,sen'x, cos'x LD
35. coshx, €', ¢ LD
36. 1, senh’x, cosh’x LD

Encontrar el wronskiano de las funciones de los ejercicios 37 a 57.

37. W(l,x,2x)=0

38. W(7, x) = 14x

39. Wx-3,x+3)=-6
40. W6, x—3,x+3)=0
41. W(1,4, x, x)=0

2. W, x", x)==2x"°
43. W(e', e™)=-2

44. W(e', e, &) =—Te™
45. W(e™ xe™ x’e) =2¢™
46. W(l,x, e)=¢"

47. W(e™, 4¢™) =0

48. W(nx’, Inx’) =0



49.
50.
51.
52,
53.
54.
SS.
56.
57.

En los siguientes ejercicios, determinar, mediante el wronskiano, si las fun-
ciones dadas son linealmente independientes o linealmente dependientes en

W(xz, eZanC) -0

W(lnx, xInx, x’Inx) = 2ln’x
W(sen2x, cos2x ) =—2
W(senx cosx, sen2x ) =0
W(1, sen’x, cos’x) =0
W(sen’x, cos’x) = —sen2x
w(l, sen'x, cos 'x) =0
W(coshx, e, ¢*) =0

W(1, senh’x, cosh’x) =0

el intervalo correspondiente.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

x+2, x> +2x,en (—oo, o)
Respuesta: W = (x + 2)2 LI
x+2,x,1,en (—oo, o)
Respuesta: W=0LD

e”, e, en (—oo, o)
Respuesta: W= —2¢" LI
3¢e", ¢ en (—oo, )
Respuesta: W=0LD

e, xe™, en (—oo, o)
Respuesta: W=¢ > LI
Inx, xlnx, en (0, )
Respuesta: W = In’x L1

Inx’, 2Inx, en (0, o)
Respuesta: W =0 LD

1
x,—,x°, en (0, )

o 6
Respuesta: W= ——;x#0 LI

X

e, e e™, en (—oo, o0)
Respuesta: W=—12¢" L1
1, cos x, en (0,7)
Respuesta: W = —sen x LI
x+1[x+1), en(2,2)
Respuesta: en (-2, —-1) W=0,en (-1,2) W=0 LI

1 1
exsenax,ex cosax, en (—oo, o)

1
Respuesta: W = _Eeh LI

Wronskiano
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70. senhx, e en (—oo, o)
Respuesta: W=—1 LI

En los siguientes ejercicios elegir la opcién que contiene soluciones lineal-
mente independientes o linealmente dependientes mediante el wronskiano o
a través de la definicién 4.5.

71. y,=x,y,=¢"

4. LD porqueenx=1, el W=0
b. LI porque cx+c,et=0—c¢ =c,=0 en (—oo, o)
c. LD porque ¢, x +c,e’ =0 — ¢, = constante en (—oo, o)

d. LI porque W=0enx=1

72. y,=1y,=x, y;,=x+1, en (—oo, o0)
a. LD porque podemos encontrar ¢, =1, ¢, =—1, ¢; =1
b. LI porque W =0
¢. LD porque W =0
d. LI porque ¢, +c,x+c;(x+1)=0— ¢,=¢,=¢; =0

/2 12 2 x/2
73' ylze’\ 7y2:xex 9y3:xex , €N (—oo, oo)

a. LI porque ¢y, +c,y, +¢;y;,=0 = x=0

b. LD porque W =0

c¢. LD porque ¢y, +¢,y, +¢;y; =0 = ¢, =c,=¢;=0
d. LI porque W =2¢""* 20

74. Xy’ +4xy’ +2y=0
a. LD porque W=-3 #0
b. LI porque W=-3#0

1
c. LI porque y,> +y," = 3
d. LD porque ¢y, +¢,y,+¢;y;,=0—=>¢,=c,=c¢,;=0
Respuestas:

71. b. La a falla porque el wronskiano puede ser cero cuando las funciones
en el intervalo dado son LI como se comprueba por la definicién
cx+c,e"=0—>¢, =c,=0en (—, ). La c representa el mismo
error, pero dicho de otra manera. La d supone W = 0 para la indepen-
dencia lineal y deberia ser W # 0.

72. ¢.73.d.74.b.75. a.
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Definicion 4.7

La ecuacion diferencial y”+ f(x)y"+ g(x)y=r(x) con las condiciones li-
neales iniciales y(xo) = Yo» y' Xy )= yo’ donde Yy» Y son constantes arbitra-
rias se llama problema con valores iniciales.

Esta definicidn se extiende a una ecuacidn diferencial de orden n, con n condi-
ciones iniciales.

—EJEMPLO 1

Dado el siguiente problema con valores iniciales:
” 4 1 ’ 3
Y =3y +2y=0cony0)=—. y(0)=2

2 sz .,
comprobar que y=ce”" +c,e’ es solucién general y encontrar la solucién
particular para las condiciones iniciales dadas.

1. Para comprobar la solucién general, la derivamos dos veces y la susti-
tuimos en la ecuacién diferencial para ver si resulta una identidad.

2 ,
y=ce " +c,e’
’_ 2x X
Y =2ce” +ce
” __ 2x X
y'=4ce +c,e

2x 2 x 2 E
4ee” +c,et —6ce” —3c,e’ +2ce” +2c,e" =0

pe 3y 2y

Como 0 =0, si es solucion.

2. Aplicamos las condiciones iniciales en la solucién y en su primera de-
rivada:

= -i'C2

=2¢, +c,

Resolviendo el sistema tenemos:

16
c,=—
35
__n
P35
16 ,, 11 | ., . .
y= ge ——e¢" es solucidn particular para las condiciones dadas y

— puede verificarse como la solucién general.

165
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Esta verificacién también se puede hacer con Mathematica con los si-
guientes comandos.

DSolve[{y''[x]-3y'[x]+2y[x]==0,y[0]==1/7,y'[0]==3/5},y[%x],X]

{{y[x] - %ex(—ll+l6ex}}

Teorema 3. Existencia y unicidad de las soluciones

Sea el problema con valores iniciales

h(x)y” + f(xX)y +g(x)y=r(x); y(xy)=y,Y (x5) =),

donde A(x), fix), g(x) y r(x) son continuas en un intervalo /, y sea h(x)# 0 para
toda x € /.Si x = x, es cualquier punto en este intervalo, entonces, la solucién
y(x) del problema con valores iniciales existe y es tinica en el intervalo abierto /.

— EJEMPLO 1

—5x

1 49 1
Ficilmente se verifica que y=—e™" +—¢’* +—x es solucién del pro-
50 50 5

blema con valores iniciales y”—25y=-5x,con y(0)=1y y’(0)=5. Los

coeficientes de la ecuaciéon y r(x)=—5x son funciones continuas en cualquier

intervalo que contenga a x, =0 — se concluye, por el teorema anterior, que
\_ la solucién es iinica.

— EJEMPLO 2

Tenemos y= 2x7'+3x " Inx+2, solucién del problema con valores ini-
ciales:

X2y +3xy +y=2

con y()=0y y'()=1

donde x*, 3x, 1y 2 son funciones continuas en todos los reales y x = 1 estd
en los reales. (Ademas, x # 0)

\__ Por lo tanto, la solucidn es unica.

La insistencia con la continuidad se debe a que en una funcién discontinua en
algin punto puede, aparentemente, contradecir el teorema de existencia. Por

d
ejemplo, la solucién de la ecuacién diferencial D en ¥(0) = 0, parece co-
dx

rresponder a y =xy y = —x, como lo muestra Mathematica:

ivp=DSolve[{y' [x]==x/y[x],y[0]==0},y[x] ,x]
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{yea- - L yim- v L0}

ivp[[1,1,21]]
x*

ivp[[2,1,2]]
3 10

Plot[{ivp[[1,1,21],ivp[[2,1,2]1]},{x,-1,1},AspectRatio—1]

1.0

.., X .
Esta aparente contradiccién se debe a que = no es continua en
el punto (0, 0). y

1.0+

Ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas

1. Ecuaciones de segundo orden con coeficientes constantes.
2. Ecuacién de Cauchy-Euler.
3. Ecuaciones de orden arbitrario con coeficientes constantes.

Ecuaciones de segundo orden
con coeficientes constantes

Una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden, con coeficientes
constantes a y b, tiene la forma y” +ay”+ by = 0.

En el capitulo 2 encontramos que la solucién de y”+ f(x)y =0 resuelta por
variables separables es y = e_J feo
Si f(x) es la constante k,

—J.kdx ke .,
—>y=e =ce " es solucion.
Esto nos sugiere la posibilidad de que y=ce ™ también es solucién de
y”+ay’+by=0. Veamos, para facilitar el proceso tomemos:

y=ce™,con c=1 y —k=\
— y=¢" essolucién de y’ +ky=0
Derivando esta solucidn:
y =A™
Yy’ =Ne™
Sustituyéndola en y” + ay’ + by = 0.
Ne™ +ake™be™ =0

M\ +an+b)=0
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Ax ., J
Como €™ #0, para toda x € (—oo,00) = N> +aN+b=0 es la ecuacién auxiliar
o caracteristica de la ecuacion diferencial de segundo orden, que nos va a dar
dos raices que utilizaremos en la solucién.

—a+~a’—4b
Sabemos que A= %

De ahf que si:

a’—4b>0—> \, #\, son raices reales.
a’—4b=0-—> \, =\, son raices reales e iguales.

a*—4b <0 — \ = o %P son raices complejas.

Estudiaremos tres casos:

CASO 1. Las raices de la ecuacién caracteristica son reales y diferentes. — y =

c,e" +c,e’, es solucion general de la ecuacion diferencial.

CASO 2. Las raices de la ecuacién caracteristica son reales e iguales. — y =
c,e™ +c,xe™, es solucion general de la ecuacién diferencial.

CASO 3. Las raices de la ecuacién caracteristica son complejas y conjugadas.
— y=e""(AcosPx + Bsenfx) es solucion general de la ecuacion diferencial.

— EJEMPLO 1

Sea la ecuacién y” -2y —3y=0 una ecuacién diferencial lineal homogé-
nea de coeficientes constantes, cuya ecuacidn auxiliar o caracteristica es:

N =2A-3=0
(N+1)(A=3)=0—>\,=-1,\,=3

_ -x 3x
y=ce +62€

\_ es solucidn general.

—EJEMPLO 2
Comprobar que la funcién y = xe>* es solucién de la ecuacién diferencial:
y’'—10y"+25y=0
Sea y=xe™*
y =5xe™ +e™*
y” =25xe™" +5¢’ +5¢™

sustituyendo

25xe°* +10e™ —50xe°* —10e™ +25xe™ =0
- —

y 10y” 25y

Por lo que es solucion.

s sz 5 S5x
\_ Asi que la solucién general es y=c,e’" +c,xe™
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—EJEMPLO 3

Encontrar la forma de la solucién del caso 3 a partir de las raices:
AN=a+iB y \,=a—i

En este caso la solucién de la ecuacién diferencial y”+ay”+by =0 tiene la
forma:

y=c,e "™ 4+, ™", de donde:
B

* ax —ifx
+C2€ e

™)

y=cee
y=e“(c,e™ +c,e”
Usando las férmulas de Euler:
e” =cos®+i sen O
e =cos®—isen® para OeR
—>y=e" [c1 (cos Bx+i sen Bx)+c,(cos Bx—i sen Bx)]
y=e* [(c1 +¢,)cos Bx+i(c, —c,) sen Bx]

Como e™ cosPx, e**sen Bx son LI forman un sistema fundamental de solucio-
nes en (—eo, o), podemos tomar como constantes A=c,+c¢, y B=i(c, —c,).

.. y=¢e""(Acos Bx+ B sen Bx), es solucion general.

—EJEMPLO 4

. . . . ” ’ 5
Encontrar la solucién de la ecuacion diferencial: y” +2y" + 2 y=0
La ecuacién auxiliar es: N> +2\+ 1 =0

. 1.
cuyas raices son: A=—-1% El

1 1
— .. y=¢"(A cosEx + Bsenzx), es la solucién general.

En este tipo de soluciones, Mathematica identificaa A y B como las constan-
tes ¢, y ¢,. Para el ejemplo 4, la solucién aparece como:

DSolve[{y''[x]+2y'[x]+5/4y[x]==0,y[%x],X]

{{y[x] —>e™C[2 ]Cos[§}+e‘xc [1] Sin[%}}}
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— EJEMPLO 5

Hallar la solucién de la ecuacién diferencial: y”+14y"+49y=0, con las
condiciones iniciales y(0)=-2, y’(0)=10.

La ecuacién auxiliar es: N> +14\+49=0
- A+7)’=0 — N\ =\,=-7

s y=ce " +c,xe”, es la solucién general.
Aplicando las condiciones iniciales:

-7 -7 -7
Tomando y' =-7ce" =Tc,x e " +c, e

- —2=c¢e’+0
10= —7cleO —O+cze°
c,=-2
10=~7¢,+c,, 10=14+c¢,, c,=-4.

.. y=-2¢""—4x e, es la solucién particular.

— EJEMPLO 6

Dada la solucién de una ecuacién diferencial: y=c, e*” +c,x ¢**°, encon-

trar la ecuacion diferencial.

2 2
Como y=¢, & +c, x "

- N =N, =§
\— %)2 =0, serd la ecuacién auxiliar
NS L
5 25
— y”—ﬂy’+iy=0
5 25

\_ O bien, 25y”—20y"+4y=0, que es la ecuacién buscada.

Ecuacion de Cauchy-Euler

Es de la forma x*y”+axy’ +by=0, donde a, b €R. Para encontrar su solu-
cién, usamos la siguiente sustitucién: y = x", y sus derivadas:

-1
y'=m xm

Yy =m(m—1)x""
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Sustituyendo:
’m (m-Dx"*+axmx"" +bx" =0
m@m-Dx"+amx"+bx" =0

x"[m(m—1)+am+b]=0
Como x" # 0, por ser la solucién propuesta,

— mm—-1)+am+b=0
y m*+(@-1Dm+b=0
es la ecuacion auxiliar cuyas raices m, y m, si son reales y diferentes dan
y=¢,x" +c,x™ como solucién general.
Si son reales e iguales: m;, =m, — y=c,x" +¢,(Inx)x™ es solucién general.

Si son complejas: m=a i = y=x" [A cos(Inx?)+ Bsen(In xB)] es solucion
general.

—EJEMPLO 1

Resolver la siguiente ecuacién de Cauchy-Euler: x°y” —xy’ +2y=0.
En esta ecuacién tenemos: a=—-1y b =2.
Su ecuacion auxiliar es:
m*+(@a-Dm+b=0
- m-2m+2=0
m=1xi
a=1 p=1

\_.. y=x(Acoslnx+ Bsenlnx), es la soluciéon general.

— EJEMPLO 2

2.7

Resolver: x y”"+3xy'+y=0

a=3,b=1
La ecuacion caracteristica es:
m*+(@a-Dm+b=0
- m+2m+1=0
(m+1*=0

m, =m,=-1

1 .
- y=—/(c, +¢,Inx) es solucion general.
— x
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— EJEMPLO 3

2. ”

Resolver: x“y”+xy’—y=0.

Usando la transformacién x =e' para obtener su solucién.

oD _dy dt
y e di dx POr la regla de la cadena.

dr 1
Como x=e¢' — t=Ihxy—=—
dx x

sustituyendo en la primera derivada, queda:
,_dy 1

it x
volviendo a derivar con respecto a x: X
, d 1 1 d dt
el
_dy 1 dy
x* dt x* dr

Sustituyendo en la ecuacién diferencial dada:

2
x? —% @+L2 d—Z +x(l ﬂ)—y=0
x° dt x° dt x dt

2
_ﬂ+d_3]+ﬂ_y:0
dt dt dt
dy _
dr’

Cuya ecuacién auxiliar es: N> —=1=0
A+DA-1D=0
sLy=ce +ee

que es la solucién para la variable ¢,

Inx
+ cze

—Inx

pero t=Inx — y=ce

— . y= clx’1 +c,x es la solucion general para la variable x.

— EJEMPLO 4

Encontrar la ecuacion diferencial que tiene como solucion: y=c x+ c2x3.
De aqui se sigue que:

m=1ym,=3
— (m-1)(m-3)=0, m*—4m+3=0
Como la ecuacién auxiliar tiene la forma m* +(a—D)m+b=0

- a-1=-4y b=3 — a=-3y,

_ x°y”+axy’ +by=0 se transforma en: x’y” —3xy’ +3y=0.



EJERCICIOS 4.3

Ecuacién de Cauchy-Euler

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de se-
gundo orden correspondientes a los casos 1,2y 3.

[

e i e =
A W N = S

15.

I R I SR

5
. n_ = /+ =0
y 2)’ y

1, 1
C Y ==y +—y=0
YV Y=

16

Yy +2y' +3y=0
y'=2y'=3y=0
Y’ +10y" +25y=0

y' =4y +13y=0
16y”+16y"+3y=0

2,1
Y+ =y +=y=0

3

9

vy’ =6y +13y=0
5y"+24y" -5y=0

. Y =23y +3y=0
. Y =8y +17y=0
. yY'=8y"-9y=0

” 4 4 4
Y —gy +—y=0

9

Y +4y +5y=0

Respuestas:
2 /2
y=ce " +ce’

y=ce" +c,xe”

y=e "(Acos+2 J2x+B sen\/zx)
y=ce +ce

y=ce > +c,xe
y=e>*(Acos3x+ B sen 3x)
y= Cle—xm +C26—3x/4
y=ce " +e,x e

y= e3X(Acos2x + B sen 2x)
y=ce *+ ce

y=ce e +c,xe

Sie
4
y=e"(Acosx+ B sen x)
_ 9x + —x
y=ce +c,e
23 2x/3
y=ce " +cyxe

y=e"(Acosx+ B sen x)

En los siguientes ejercicios elegir la opcion que da la solucién de:

16. y"+6y"+9y=0
y=e*[Acos(—-3x)+ B sen(=3x)]

17.

a.
b.

C.

~

y

o

9~

S R

y= e_3"[Acos3x+B sen 3x]
y=ce +ce

y=ce > +cxe
oyt

y=ce "/2+cz

y=ce’* +ce’

y=e"*(Acosx +senx)
y=e"?[Acos(—x)+ Bsen(—x)]
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174 Capitulo 4 Ecuaciones diferenciales de orden superior

18. y"+2y'+2y=0
a. y=e*(Acosx+ Bsenx)
b. y=e" [Acos(—x) + Bsen(—x)]
c. y=ce +c,e’
d y=ce +cxe "
19. y"-6y"+8y=0
a. y=e""(Acos4x+ Bsendx)
b. y=ce™ +c,e*
c. y=ce*+c,xe
d. y=e*"(Acos2x+sen2x)
20. y'-2my +7’y=0
a. y=ce™ +c,e™
b. y:em(Acos*n'x+Bseanx)
c. y=ce " tcxe ™
d y=ce™ +cxe™
Respuestas:

16. d. Las otras tres opciones estdn mal pues suponen las formas de solu-
cion de los casos restantes y, ademads, la opcién a tiene otro error: el
angulo no es negativo. Estas mismas razones sirven para los ejerci-
cios siguientes.

17. ¢.18.a.19. b. 20. d.

Hallar la ecuacién diferencial correspondiente a cada una de las soluciones

propuestas.

Respuestas:
21. y=ce "+cxe” y'+2y' +y=0
22. y=ce F+ce’ 6y”+5y —=y=0
23. y=ce' +cxe’ y'=2y'+y=0
24. y=e¢"(Acos9x+ Bsen9x) y' =2y +82y=0
25. y:ex(Acos§+Bsen§j 4y” -8y +5y=0
26. y=e¢*(Acos2x+ Bsen2x) y'+6y +13y=0
27. y=ce* +cxe™ Y’ =8y +16y=0
28. y=ce" +c, ™ 49y” -21y'+2y=0
29. y=ce™" +ce’ 3y"=5y"+2y=0

30. y=ce™+ czxeﬁx y’ = 2\/§y' +3y=0
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En los siguientes ejercicios, elegir la ecuacion diferencial que corresponde a
la solucién dada:

3L y=ce P +oxe™ 32. y:ez"(Acos§+ Bsen%j
a. ¥y +2J5y' +5y=0 a. 9y”+36y’ +37y=0
b. y"+25y =5y=0 b. y" =4y’ +37y=0
c. Y =245y +5y=0 c. 9y” =36y +37y=0
d. y' =25y =5y=0 d. y"+4y' +37y=0
33. y=ce " +c,e™ 34. y=c,e™ +c,xe®™
a. 5y =17y —6y=0 a. y'—12y"+36y=0
b. 5y"—13y"—6y=0 b. y"+12y'+36y=0
c. 5y7+17y+6y=0 c. /=Ty +6y=0
d. 5y"—=17y"+6y=0 d. y'+7y +6y=0

35. y=ce” +c,e’
a. y'+(e+1)y +ey=0
b. y'+(e—=1)y ' —ey=0
c. Y—(e+1)y +ey=0
d. y"—(e—=1)y'—ey=0

Respuesta:

31. a. Las incorrectas se obtienen al cambiar los signos de las raices de la
ecuacion auxiliar.

32. c. 33.b.34.4a.35. c.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de se-
gundo orden con coeficientes constantes para las condiciones iniciales dadas:

36. y"—y=0 para y0)=0, y'(0)=-8
Respuesta: y=4e™ —4e*

37. Y +25y=0 ¥(0)=0, y'(ﬁjzl
1 5

Respuesta: yz—g sen5x

38. y"—16y=0, y(0)=2, y'(0)=4
Respuesta: y:Ee4‘ +=e"

0 T

39. y"+4y=0, — =1, y|=|=-2

'+ dy ’(3)=-1 7()

Respuesta: y = cos 2x + sen 2x
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40. 4y”+4/3y +3y=0 y(0)=-1, y'(0)=+3

3

Respuesta: y=—e " + £xe‘ﬁx’ :

41. 2y”"-3y'—2y=0, y(0)=0, y'(0)=5/2
Respuesta: y = e¢™ — e

42. 144y”-24y"+y=0, y(0)=4, y'(0)=2

Respuesta: y= (4 + gx)ex”z
43. y"+2y"+8y=0, y(0)=-2, y'(0)=1

. 7
Respuesta: y=¢ (—2005 JTx - %senﬁxj

44. y"-2\2y +2y=0, ¥(0)=+2, y(0)=0
Respuesta: y= (\/5 - 2x)eﬁ"

45. 25y”-30y'+9y=0,  y(0)= g y(0)=0
Respuesta: y= (% — xje“/ >

Elegir la opcién que contiene la solucidn particular de las siguientes ecuaciones:

46. y"+49y=0 para y0)=1, y(0)=7
1
a. y=TcosTx +;sen7x

b. y=cosTx+sen7x
c. y=cosTx
d. y=sen7Tx

47. y"—6y"+9y=0 para y(0)=3, y(0)=5
a. y=(5-12x)e™
b. y=5¢*
c. y=(B-4x)e™
d. y=(3-9x)e™
48. 4y”"-3y'—y=0 para y(0)=-3, y'v(0)=-1
§e—x/4 _ 7

—e
5 5

b. y=—e ——e

X

a. y=-—



Ecuacién de Cauchy-Euler

49. 4y”"-8y"+5y=0 para y0)=1, y'(0)=1

1 1
a. y=cos—x+2 sen—x
2 2
1 1
b. y=2cos—x+sen—x
2 2
X(Zcosl +sen1 )
c. y=e —X =3
Y 2 2

d y=e cos—x
Y 2

50. y"+y —6y=0 para y(0)=0, y'(0)=6

6 2x 6 —3x
. y=—e"——e
“©I=5¢ 75
b. y — EBZX +Ee—3x
5
18
C. — _eZX _§6—3x
5 5
6 6
d‘ — _62)( +_e—3x
R
Respuestas:

46. b. Las opciones equivocadas intercambian los valores de las condicio-
nes iniciales o suponen otros.

47. c.48.a.49.d.50. a.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de Cauchy-Euler:

Respuestas:

51. xy"—12y=0 y=cxt+co,x7

2 2
52. x2y” + gxyl _ §y — 0 y — Cl.x2/3 + sz—l/3
53. x*y’+2xy'—12y=0 y=cx +e,x7
54. x*y'+5xy’+4y=0 y=x"(c,+c,Inx)
55. x*y"+5xy’—=5y=0 y=cx+c,x7
56. x’y”+8xy’+10y=0 y=cx e, x”
57. x*y”=3xy’+5y=0 y=x>(AcosInx+ Bsenlnx)

Encontrar la ecuacion diferencial correspondiente a la solucién propuesta:

Respuestas:
58. y= Clx_l +C2x2 x2y”_ 2y — 0
59. y=x7(Acoslnx’+ Bsenlnx’) x°y”+5xy +8y=0
60. y:x3(cl +C2 lnx) xzy//_sxy/+9yzo
61. y=cx+c,xInx Xy —xy+y=0

2.7

5
62. y=x"(Acoslnx"* + Bsenlnx"?) x’y +3xy’+Zy=0
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63. x’y"+3x +y=0, y=0, y()=4
4
Respuesta: y=—Inx
X

64. x’y"+2xy'=2y=0 y)=4, y1)=0
8 4
Respuesta: y=—x+—
| 3 3x
65. X’y +xy'——y=0, y1)=0, y(H=1
Respuesta: y=—x"" + x"”

66. 9x’y”+3xy’+y=0, y)=3, yY(1)=0

1/3

Respuesta: y=x"(3 —In x)
67. x’y”—xy’+10y=0, yh=1, y()=1
Respuesta: y = x cos In x’

68. x*y"—xy'+10y=0, y=1, y1)=1

2 ~1/3

Respuesta: y=—x""+ 3x

Elegir en cada caso la opcién correcta:

69. Qué contiene la solucién de 25x°y” +15xy’+y=0

a. y=x"(Acoslnx*? + Bsenlnx*"*)

_ /5 -1/5
b. y=cx " +c,x

c. y=x"(c,+c,Inx)
d. y=x"(c,+c,Inx)
70. Qué contiene la solucién de x°y” +xy’ +4y=0

-1/2 V1572 Jﬁ/z)

a. y=x ""(Acoslnx + Bsenlnx
b. y=c, +c,x°
c. y=x’(c,+c,Inx)
d. y=Acoslnx”+ Bsenlnx’
. . 7 3
71. Qué contiene la solucién de x*y” + Exy’ —5 y=0
a. y=cx"? +e,x”
"2(Acoslnx® + Bsenlnx?)

c. y=x"(Acoslnx"* + Bsenlnx"?)
1/2

b. y=x

d. y=x"(c,+c,xInx)

72. Qué contiene la ecuacién diferencial correspondiente a la solucién y =
c,, +cx.

x’y” +5xy'=5y=0

x’y” —6xy'+5y=0

x’y”+6xy’'=5y=0

x*y” =5xy' +5y=0

&5 -8



Ecuaciones de orden arbitrario con coeficientes constantes

73. Qué contiene la ecuacion diferencial correspondiente a la solucién y = A
cos In x + B sen In x.

2_ 7w

a. xy"+y=0
b. x’y"—y=0
c. X’y +xy+y=0
d. x’y'—=xy’=y=0
74. Qué contiene la ecuacion diferencial correspondiente a la solucién y =
x e, +c,Inx).
a. x*y”"+8xy’+16y=0
b. x*y”—8xy'+16y=0
c. x*y'=Txy’+16y=0
d. x*y"+9xy’ +16y=0
75. Qué contiene la solucién de la ecuacién diferencial x*y” — 6xy’ + 12 =0
para las condiciones iniciales y(1) = 1, y’(1) = 8.
a. y=2x’—6x"
b. y=—4x’+5x*
c. y=5x"+2x"
d y=2x"—-6x"

Respuestas:

69. c.70.d.71.a.72.d.73. c.74.d.75. b.

Todas las opciones erréneas son soluciones que satisfacen la ecuacion, pero
no las condiciones iniciales.

Ecuaciones de orden arbitrario
con coeficientes constantes

Una ecuacidn diferencial con coeficientes constantes tiene la forma general:
ay" +a, Y +..+a,y +ay +a,y=0

donde a,, i=0,1,...,n son constantes.

Su ecuacion auxiliar o caracteristica es:
n n—1 2 1 _
am'+a,_m" +..+am +am +a,=0

que tendrd n raices.

Estas raices pueden ser, como en el caso de las de segundo orden, reales o com-
plejas, iguales o distintas.

Si las raices son reales y distintas, la solucion es:

_ mx myx m,x
y=ce" +c,e™ +..+ce
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Si las raices son reales e iguales, la solucion es:
y=e"(c, e, x+ex’ +..+cx")

Si las raices son reales y de ellas unas son iguales y otras diferentes, se usan las
dos leyes anteriores segtin el caso; asi, supongamos seis raices:

m, #m, =my #m,
m, #m, =ms = my

Asx 2 Nex
5 66

Entonces, la solucién es y = c¢,e™* +c,e™* +c,xe™" +c,e™" +coxe
Si las raices son complejas, para cada par conjugado la solucién es:

+cex

y=e* (AcosPx+ BsenPx)

Si hay otro par igual — y =e* x(AcosPBx + Bsenfx) es solucion, y asi sucesiva-
mente.

— EJEMPLO 1

Resolver y”+6y”+11y'+6y=0
Su ecuacién auxiliar es: \* +6X” +1IN+6=0
cuya factorizacion es: (A\+1)(A+2)(A+3)=0
conraices A, =—1;\, =—2;\, =3
y=ce " +c,e " +ce” eslasolucién general, como puede comprobarse
\_ facilmente.

— EJEMPLO 2

. Cémo aparecieron las raices de la ecuacién X\’ +6\* +11N+6=0 del ejer-
cicio anterior? Usamos divisioén sintética; una vez que el coeficiente de la
variable de mayor grado es 1, se buscan los divisores enteros del término
independiente. Asi:

Se elige uno de ellos, si el residuo de la operacién es cero, el factor es co-
rrecto; si no da cero, hay que probar otro. Probemos el 6:

1 6 11 6
+6 +72 +498 | 6
1 12 83 #0 |
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no es divisor puesto que el residuo no es cero en la operacién. Probemos el 3:

1 6 11 6
+3 +27 +114 | 3
1 9 38 20 |

Tampoco lo es. Probemos el —3:

1 6 11 6
-3 -9 —6|-3
1 3 2 0|

iSi! Esto significa que X’ +6X> + 11N +6=(N\"+3X\+2)(\ +3). Por dltimo,
N O +1IN+H6=(N+D)(N+2)(N+3) y N, =—1, A, ==2, \, =-3.

Por supuesto, Mathematica puede encontrar las raices con mas eficiencia
utilizando el comando Solve:

Solve[x’+6x°+11x+6==0]

{x—> -3}, {x—> -2} ,{x>-1}}

— EJEMPLO 3

44

Resolver y" +4y” +10y” +12y’+5y=0

Su ecuacién auxiliar es N +4X° + 10N> +12A+5=0

La factorizacién de este polinomio es (A + 1)y ()\2 +2h+ 5) =0
o sea, A1) (A+1-2))(N+142i)=0

Con N\j =N, =—1, Ny =—1+2i, N, =—1+2i

.. y=ce " +cxe +e (¢, co82x +c,sen2x) es la solucion general.

Por medio de Mathematica, las raices del polinomio anterior son:

Solve[x'+4x’+10x°+12x+5==0]

{x—>-1} {x>-1} {x>-1-2i},{x—>-1+2i}}

—EJEMPLO 4

4

Resolver y' +4y" +5y” -6y’ —4y=0. Su ecuacién caracteristica es

polinomio de orden 5: \> +4\* +5\* =6A—4=0

1 4 5 0o -6 -4

deorden4 1 2 1 -2 -2 0 |
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de orden 3 1 1 0o =2 0

de orden 2 1 2 2 0

SN AN 50 -6 —4=(A—1)(A+1)(A+2)(N +21+2)
=(A=DN+1D)(N+2)(N+1=i)(N+1+1i)

ylasraicesson N\, =1, N, =—1, N\;==2, \, =—1+i, Ay, =—1—i

Asf que la solucién general es:

- y=ce' +ce" +ce +e (e, cosx +c,senx)
—EJEMPLO 5
Encontrar la ecuacién diferencial cuya solucion es:
_ x + x + 2 x + 2x
y=ce' tc,xe’ +exet +cye

Observamos que
N=N=N=1y N\ =2
S A=1)A-1)(A=1)(A=2)

y N =5\ +9N* =7\ +2=0 es la ecuacién auxiliar, por lo que:

777

" —5y”+9y” =7y +2y=0es la ecuacién pedida.

EJERCICIOS 4.4

Hallar la solucidn de las siguientes ecuaciones diferenciales:

Respuestas:
1. y”=2y"-y"+2y=0 yEcethoet tee’
2. 3y —y+3y=0 y=ce e e
3. )=y 4y +4y=0 e
4.y =2y" 4y +8y=0 e bt e
5. y7"—-6y"+12y’-8y=0 y=e" (¢, +cx +c,x%)
6. V" +3y"+3y +y=0 y=e_"(cl+czx+c3x2)
7. 37 =11y +35) =25y =0 y=ee +et (e +ex)
8. y'—2y"-3y"+4y +4y=0 y=e (¢, +cx)+ e (cy +c,x)
9.y —4y” +6y" —dy +y=0 y=e'(¢,+cx+cx” +¢,x°)
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10. y" —10y” +35y” =50y’ +24y=0 y=ce* +c,e’ + 0363" +c,et

11. yV=2y"+y=0 y=e (¢, +c,x)+e" (¢, +c,x)

12. ¥ —5y"+9y" -7y’ +2y=0 y=e'(c, +cx+c,x7) + e’

13. y" +2y” -2y’ —y=0 y=e (¢, +e,x+ex’)+ce’

14, yV' —4y” +7y" -6y’ +2y=0 y=e"(¢, +¢,x +c; cosx +c,senx)

15. yV +13y”+36y=0 y=Acos3x+ Bsen3x + Ccos2x + Dsen2x

16. y" —4y” +8y”" -8y +4y=0 y=e"(Acosx+ Bsenx)+xe* (Ccosx+ Dsenx)
Sugerencia: tome ()\2 -2\ + 2)2 =0

17. yV +5y"+4y=0 y=Acos2x+ Bsen2x+ C cosx + Dsenx

Hallar la ecuacion diferencial correspondiente a la solucién dada:

18. y=ce' +c,xe" +ce” y'=y"=y'+y=0

19. y=ce™ +cxe’ +c,x’e’ y”=9y"+21y’ -27y=0
20. y=ce " +c,e +cet Yy’ +2y" =y =2y=0
21. y=ce™ +cxe’ +ce’ ¥ =9y"+24y"—20y=0
22. y=ce " +cet +ce” Yy’ =6y"=y' +6y=0
23. y=ce* +c, COSX + ¢ sen x Yy’ =3y"+y =3y=0

24. y=c,cos2x +c,sen2x+c; cosSx+c,senSx  yY +29y” +100y =0
25. y=c,cos3x+c,sen3x+cie” +c xe’ Yy —2y”+10y” —18y’ +9y=0

Resolver las siguientes ecuaciones para las condiciones iniciales dadas:

26. y'-y=0 y(0)=2;y(0)=1y"(0)=4;y""(0)=-2

X

5 . 7.,
Respuesta: Y= +Ze —cosx+5senx

- T T 0 T
27. y'+5y"+4y=0 —)=0;y' (=) =1Ly (=) =-1Ly"(—)=0
y +3y"+4y y(2) y(z) y(z) y (2)
1 1 4 1
Respuesta: y=——cos2x+—sen 2x ——cosx +—sen x
3 6 3 3
28. y7=Ty"+4y +12y=0 y(0)=1,y"(0)=0;y"(0) =36
1 5 17
R t . — X _ = 2x+_ 6x
espuesta: y 7e 2e 14e
29. y"=2y"+y —2y=0 y(0)=5;y(0)=2;y"(0)=0
Respuesta: y=e”* +4cosx
30. Y +2y"+y=0 ¥(0)=0;y'(0) = 0;y"(0) =2,y (0) = =2

Respuesta: y=—sen x + xcosx+xsen x
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Elegir la opcién que contiene la respuesta correcta:

31. Lasolucién de: y” +8y”+16y=0

X

a. y=ce " +cxe +ce’t +coxe”
b. y=(Acos2x + B sen2x)’
c. y=Acos2x+ Bsen2x+Cxcos2x+ Dx sen2x
d. y=ce™ +cxe™ +ex’e ™ +exle ™

32. Lasolucién de: y”+6y”—32y=0

_ 2x —4x —4x
y=ce " +c,e +cyxe
2
y=ce " +c,co84x+c, sendx
_ 2x —4x 4x
y=ce tce " tee

&0 -8R

y=c,cos2x+c, sen2x+c,e

33. La ecuacidn diferencial correspondiente a la solucién:
y=ce' +c,e +ce”

7

a. 4" -4y"+y —y=0
b. 4" +4y"+y +y=0
c. 4y"+4y"—y —y=0
d 4y”—-4y"—y +y=0
34. La ecuacién diferencial correspondiente a la solucién:
y=ce' +c,e” +cxe "

”r

a. 9y +15y"+7y'+y=0
b. 9y”-3y"-5y'—y=0
c. 9" —-15y"+7y'—y=0
d. 9y” +15y"+5y"+y=0
35. La solucién particular de y”” — y" — 3y = 0 con las condiciones iniciales
¥(0)=2;y(0) =0; y"(0) =6

a. y=e" +§ex +§e_3x

_ —x X —3x
b' y=ce +C2€ +C3€

c. y=3¢" -

3 I
d y==e +—e¢*
2 2
Respuestas:
31. c¢. Los errores provienen, en general, de mezclar los tipos de solucién o
de intercambiar los signos de las raices de la ecuacién auxiliar.

32. a. 33.d.34. b.

35. c¢. Labrepresenta la solucién general, pero se pide la particular; por eso
no es la respuesta correcta.



Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas de segundo orden

Ecuaciones diferenciales lineales
no homogéneas de segundo orden

Una ecuacion diferencial lineal no homogénea de coeficientes constantes, es de
la forma: y” + f(x) y" + g(x) y = r(x), donde f(x), y g(x) son constantes (1).

La diferencia con las anteriores ecuaciones estudiadas estriba en que estd
igualada a una funcién de la variable independiente x. Esto nos sugiere una re-
lacién entre:

Y+ f)y +g(x)y=0 'y y'+f(x)y +gx)y=r(x)

Llamaremos y, a la solucion general de la ecuacién homogénea correspon-
diente y y, a una solucion particular de la no homogénea que podamos encontrar
de alguna manera; entonces, se puede establecer el siguiente teorema:

Teorema 4

Siy, eslasolucién general de y”+ f(x)y"+ g(x)y =0 y y, es cualquier solucién
particular de (1), entonces, y =y, + y, es la solucion general de (1).

DEMOSTRACION: Supongamos y =y, + y , €s solucién de (1):

=Y =y+y,
Y=y 4y
Sustituyendo en (1):

i+ yr 0]+ ) 800, + ,) = rx)

Agrupando:
7y + gy, + Oy +f(x)y, + g(x)y,) = r(x)

Como y, es solucion de 1a homogénea, el primer paréntesis se hace cero, y como
Yn

Y, es solucién de la no homogénea (1), el segundo paréntesis se convierte en
r(x), por lo que

0+ r(x) = r(x)

Por lo tanto, y = y, + y, satisface a la ecuacion (1).

Conocida la solucién y, por los métodos anteriores, el problema se reduce a
encontrar la solucion y, para resolver las ecuaciones no homogéneas. Los métodos
para encontrar y, son: coeficientes indeterminados y variacién de parametros.

El método de variacién de pardmetros, llamado también método general,
supone el cambio de las constantes ¢, y ¢, de la solucién y,, por funciones de x.
El método de coeficientes indeterminados es mds sencillo y se usa para ciertos
tipos de la funcién r(x).
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Aqui, se centra la atencién en la bisqueda de y,; por lo que, para hallar y,,
se puede recurrir a Mathematica, con el comando DSolve. Por ejemplo, y,
de y” + 5y — 6y = sen x es:

sol=DSolve[y' ' [x]+5*y'[x]-6Y[x]==0,V,X]
{{y—)Function[{x} ,eCc[l]+e*c[2 ]]}}

y con condiciones iniciales

_ y[x]
soll= sol[[1]]
“{C[1]—>2,C[2]—>3}
2e™* +3¢*

cuya grafica es:

Plot[{soll},{x,-0.5,0.5}]

.0.4...0.2... ...0.2...0

Método de coeficientes indeterminados
para obtener y_

Se usa para tres formas de r(x): r(x) = polinomio, r(x) = exponencial, r(x) = fun-
cion trigonométrica, o combinaciones de ellas, que pueden resumirse, en forma
general, de la siguiente manera:

r(x)=e*[P, (x)cosPx+Q, (x)senPx]

Donde A =a i esraiz de la ecuacién auxiliary P, (x) y Q,(x) son polinomios
de grado m y n, respectivamente. Se busca una solucion particular y, de la forma:

y, = x"e"[p,(x)cosPx + g, (x)senBx]



Meétodo de coeficientes indeterminados para obtener Y,

Donde k = max (m, n), p,(x) y g,(x) son polinomios en x de grado k, cuyos coefi-
cientes estan indeterminados, y z es la multiplicidad de laraiz A =a i3 de la
ecuacion auxiliar. La forma de y,, se puede resumir en el siguiente cuadro:

187

N#0,i=12,..,2 P, (x)
P, (x)
Alguna \, =0 X P (x)
oL NOo es raiz P (x)e*
P ox
w(Xe o es raiz repetida z veces . -
(de orden z) X pu(X)e

P (x)cosPx+Q,(x)senPx

i no son raices

P, (x)cosPx + g, (x)senPx

+i3 son raices de orden z

x*(p, (x)cosBx + ¢, (x)senpBx)

e [P, (x)cosPx +Q, (x)senPx]

o= i3 no son raices

¢ (p, (x)cosBx + ¢, (x)sen )

a i son raices de orden z

x‘e™ (p,(x)cosPx + g, (x)senPx)

—EJEMPLO 1

Encontrar y, dada la ecuacién y”+2y" +4y= 5x* +3x* —x
Srx)=5x"+3x"—x y N 42A+4=0; A=—1%/3i
Por lo tanto, la solucién y, tendrd la forma de un polinomio de grado cuatro:
Y, =Ax* +Bx’ +Cx* + Dx+E

Nétese que aunque faltan términos del polinomio en r(x), en la y, deben apa-
recer todos.

El método consiste en derivar dos veces la y, y sustituir y, y sus derivadas en
la ecuacién dada, igualando después los coeficientes. Asi:

y,’ =4Ax* +3Bx* +2Cx+ D
y,” =12Ax* +6Bx +2C

Sustituyendo en la ecuacién dada:

12Ax* +6Bx+2C +8Ax> +6Bx* +4Cx+2D +4Ax* +4Bx* +4Cx* +4Dx +4E

y 2y’ 4y

=5x*+3x"—x




188 Capitulo 4 Ecuaciones diferenciales de orden superior

Dado que los coeficientes del primer miembro de la igualdad han de ser
igual a los coeficientes del segundo miembro, se obtiene el siguiente sistema

de ecuaciones:
4A=5

8A+4B=0

12A+6B+4C =3
6B+4C+4D=-1
2C+2D+4E=0

donde A:E; B:_é; C:E; D:E; E:_Z
4 2 4 4 4

5 5 3 17

Ly ==xt -+ s —x——

— "4 2 4 4 4

—EJEMPLO 2
Encontrar y, dada la ecuacién 9y” —6y"+y=9- x’

1 2
-y =Ax’+Bx’+Cx+D A—=| =0
r 3

y,=3Ax’ +2Bx+C
y,”=6Ax+2B

Sustituyendo:

54Ax+18B—18Ax> —12Bx—6C + Ax’ + Bx*+Cx+D=9—x"

y 6y’ y

Agrupando términos semejantes:

Ax® +(-18A+ B)x* +(54A-12B+C)x+(18B—6C+ D) =9—x’
A=-1
—18A+B=0
54A-12B+C=0
18B—6C+D=9
A=-1; B=-18; C=-162; D=-639
— ooy, =—x"—18x" —162x - 639

—EJEMPLO 3

Encontrar y, dada la ecuacién y” —y =8
—Yy,= A
y, =0

y, =0
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Sustituyendo en la ecuacion:
0-A=8—>A=-8

y, =8

— EJEMPLO 4

X

Hallar y, de la ecuacién diferencial y”+4y=2e"
Observamos que k =—1

La ecuacién auxiliar es: N> +4 =0

conraices N =12i; N, =2i; N\, =-2i

Como k # N\, y k#\,, la solucién y, tiene la forma y = Ae™; usando el mé-
todo de coeficientes indeterminados se hallan las derivadas, se sustituyen en
la ecuacién dada y se igualan los coeficientes:

y,=Ae"
y, =—Ae"
y;’ =Ae™”"

Ae " +4Ae™ =2¢ "

S5Ae " =2¢" -5 5A=2;A =%

— EJEMPLO 5

Hallar y, de la ecuacién diferencial y”+y —6y= —5¢** donde k = 2.

La ecuacién auxiliar de la homogénea correspondiente es: A> +\—6=0 con
raices \, ==3y N, =2—\, =k; por tanto, la solucién y, tiene la forma
y,= Axe™.

Derivando:
yp’ =2Axe™ + Ae™”
yp”= 4Axe™ +4Ae*

Sustituyendo en la ecuacién no homogénea e igualando coeficientes:

4Axe™ +4Ae™ +2Axe™ + Ae™ —6Axe™ =—5¢**
SA=-5-5A=-1

— yp =—Xxe
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— EJEMPLO 6

Hallar y, de la ecuacion diferencial

X

Y +2y +y=3e"

donde k = —1 y la ecuacién auxiliar de la homogénea correspondiente es:

N A+2N+1=
(A1) =0
A=A, =-1

Por tanto, y, tiene la forma y = Ax’e™
Derivando:
y,=—Ax’e™" +2Axe”™
y, =Ax’e" —2Axe™ +2Ae™ —2Axe™

Sustituyendo en la ecuacion dada:
Ax’e™ —4Axe™ +2Ae™ —2Ax’e " +4Axe™ + Ax’e " =3¢

2A=3>A=>
2

— EJEMPLO 7

”r

Hallar y, de la ecuacién diferencial Y =5y"+9y" 7y +2y=2¢" +x
La ecuacién homogénea correspondiente es:

yiv _ Sy”/ + 9yl/ _ 7y/ + 2y — 0

cuya ecuacién caracteristica es: A\* =5\ +9N* —=7N+2=0
conraices N\, =N, =N;=1y\, =2

La parte exponencial de 7(x) con k = 1, sugiere una solucién del tipo Ax’e*
puesto que hay tres lambdas iguales a k, y la parte polinomial de r(x) debe
ser Bx + C un polinomio de primer grado, entonces,

y,= Ax’e* +Bx+C
Derivando:
y,=Ax’e" +3Ax’¢" +B
y, = Ax’e’ +6Ax’e" +6Axe"
v, = Ax’e” +9Ax’e" +18Axe” +6Ae”
ypiv =Ax’e" +12Ax°e" +36Axe" +24Ae*
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Sustituyendo:
Ax’e” +12Ax%e" +36Axe" +24Ae”
—5Ax’e" —45Ax%e" —90Axe” —30Ae"

+9Ax e + 54 Ax’e” + 54 Axe”
—TAx’e" —21Ax’e" —-7B
+2Ax%e" +2C+2Bx=2e" +x
0 0 0 —6Ae" +2Bx+2C—-7B=2¢" +x

—6A=2—>A=—§

2B=1—>le
2
7
2C—7B:0—>C=Z
N
Sy, =——xe +—x+—
— ! 3 2 4
—EJEMPLO 8
Hallar y, de la ecuacion diferencial:
n_ 3y =3cosx
y 2)’ y

donde m=1

La ecuacién homogénea correspondiente es:

3
” _ - 7’ _ — O
y > y-y
y su auxiliar o caracteristica es:
3
e S ()
2
con raices
1
N=2 y N=——

2
S>N#Em y N#m

Por tanto, la forma de y, es: y, = Acosx+ Bsenux.

Derivando:

y, =—Asenx+ Bcosx

_ y;’z—Acosx—Bsenx
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Sustituyendo:
3 3
—Acosx—Bsenx +EAsenx — EBcosx —Acosx— Bsenx =3cosx
3 3
(_A_EB_ A)cosx + (—B+5A— B)senx =3cosx

Igualando coeficientes:

—2A—§=3
2

iA—ZB=O

2

A=—% y B=—E
25 25
24 1

Sy, =———COSX———Senx

— ? 25 25

— EJEMPLO 9

Hallar y, de la ecuacién diferencial: y” +4y=12sen2x
donde m =2

La ecuacion auxiliar de la homogénea es:
N+4=0

con raices: A=12i, dondea=0y =2

Como m =, la solucién y, tendra la forma:
y, =x(Acos2x+ Bsen2x)
Derivando:

y, =x(-2Asen2x +2Bcos2x)+(Acos2x + Bsen2x)
y, =x(—4Acos2x—4Bsen2x)—4Asen2x +4Bcos2x

Sustituyendo en la ecuacién dada:

—4Axcos2x—4Bxsen2x —4Asen2x +4Bcos2x
+4Axcos2x+4Bxsen2x =12sen2x

Igualando coeficientes: 4A=12—> A=-3; B=0.

— Sy, =—3xcos2x
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—EJEMPLO 10

Hallar y, de la ecuacién diferencial: y” —2y"+y=8cosx
donde m = 1.

La ecuacién auxiliar de la homogénea correspondiente es:

N =2\+1=0
A—-1%=0
N=N=m=1

v, =ce’ +c,xe’
como 1# i
tomamos y, = Acosx+ Bsenx
Derivando:
y,=—Asenx+Bcosx
y,=—Acosx— Bsenx
Sustituyendo:

—Acosx—Bsenx+2Asenx —2Bcosx+ Acosx+ Bsenx =8cosx

-2B=8—>B=-4
2A=0—-5A=0
.y, =—4senx
Comprobacién:
y, =—4cosx, y/=4senx
— —4senx+8cosx —4senx =8cosx

EJERCICIOS 4.5

Encontrar y, mediante el método de coeficientes indeterminados.

Respuestas:
1
1. y"+y=senx Y, =5 %c0sx
” X 1 X
2. yV+y=e" +x y,=<e +x
3.y =4y +2y=">5¢" y, ==5¢"
1
4. y' -3y +y=2e"+e" y,=—2e" t_e"
5 //+6/ 7 32x =7 12x+1 =3
. - =Je —e = —e —e
Y +6y =Ty % =3 >

2
6. Y +y —12y=8e" +7¢™ y, = —Ee_x +xe™*
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7.y =y =2y=3e" —x’
8. y'+y=2e¢"+8x
9. y'—y=2¢"+2¢ " +x

10. v —y=8¢ > +x’ —2x

11. y” -9y =9¢" —6x*
12. y” -9y =20senx +3x"

13. y"—2y + y=4cos3x—2sen2x
14. y”"—4y=8sen2x
15. y"+4y=4sen2x

3 1
16. y"+=y'——y=cosx+5x>
y 5)’ Sy
17. y"—2y'+y=8cosx

18. y"+3y"+9y=12senx+9x

19. y"-3y" —9y=4cos2x—5¢"
20. y"+y=4cosx—2senx
21. y”"+4y=—16sen2x

22. y" =2y +5y=17cos2x+15x

23. y"+9y=24cos3x—16senx
24. ' —y=—6senx+10e* —7x* +14

25. y” -3y —10y="50c0s5x — 7e** +12¢* +20x

Hallar la solucién general:
26. y"—4y +4y=6e"" +x

27. y' =2y +y=6¢" +8e " -2
28. y”+8y =48x” +65senx

29. v -2y’ =2¢" +4cos2x

Ecuaciones diferenciales de orden superior

y,= geh —x’ —4x
3 3x 4 2 16
=Zxe* + xSt —
) T
1 2
=-2senx——x ——
Vr 3 27

8 6 8 6
y =——cos3x—— sen3x —— cos2x+— sen2x
! 25 25 25 25

y, =—sen2x

y, =—xC0s2x

2 1
y =—=cosx+—senx—25x> —150x —700
P 3 3

Y, =—4senx
36 96
y,=—-7C0oSx+_—senx+x——
73 73 3
2 24 ,
y :——5 cos2x ———sen2x+e
P 205 205

y, =XCosx+2xsenx

y, =4xcos2x

6
Y, =cos2x—4sen2x+3x+g

y, =4xsen3x—2senx

y, =3senx+5xe* +7x’

1
Y, = _;—ZCOSSX - —SsenSx + xe

—e”—2x+é
5

1 1
=e*(c,+c,x+3x°)+—x+—
y (¢, +¢, )4 7

y=ce' +cxe’ +3x°e" +2e =2
y=c, +c,e” +8cosx —senx +2x’
3 3

=X +—x
4 16

1 1
y=c, +c,e” +xe’t — ECOSZX - Esen2x
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30. y"+16y=—-8sendx+17¢" y=Acos4x+ Bsendx+ xcosdx+e"

31. y"—4y=-12¢"" +15cosx+8x y=ce " +ce’ +3xe” —3cosx —2x
32. y'+6y +9y=4e" +50senx y=(c,+c,x+2x")e* —3cosx+4senx
33, ¥y =2y" -y +2y=-8e" +6e " y=ce “+c,et e’ +dxe +xe

34. y”—-6y"+12y —8y=6e> +16x° y=(c, +c,x+cx° +x°)e” —2x° —6x—6
35. yiv —16y=¢* —15cos x y= cle’” + c2e2" +c;cos2x+c,senx

1 2x
+—xe" +CoSx
32

Elegir la opcion que contiene la solucion general y =y, + y, en los siguientes

eje

rcicios:

36. y"—4y +13y=—-40cosx+13x

37.

38.

39.

a. y=Ae* cos3x+ Be*'sen3x

b. y=Ae’ cos3x+ Be*'sen3x+Ccosx+ Dsenx+ Ex+ F

4

c. y=e*(Acos3x+ Bsen3x)—3cosx+senx+x+§
4
d. y= senx—3cosx+x+B

y =8y —9y=—10e" —425c0s2x
a. y=ce " +c,e” +xe" +13cos2x +16sen2x

13
b. y:xe‘x—?c0s2x+sen2x
=3 9x —x 13
C. y=ce +ce" +xe —?cosx+sen2x
d. y=xe " +13cos2x+16sen2x
1
y'=2y'+y=_8e" —gx3 +3x
1
a. y=(cl+czx+4x2)e”—gx3+3x
1
b. y=4xzex—gx3—x2+2
1
c. y=ce' +ce’ +4x’e’ —gx3 +3x
1
d. y=ce" +cxe’ +4x’e —gx3 —x*+2

Yy +2y +y=18¢>" —4 senx—x’

a. y=(c,+c,x)e " + 18¢** —4 senx — x>

b. y=(c,+c,x)e " +2e* +2 cosx—x’+4x—6
c. y=2¢+2cosx—x’

d. y=e “(Acosx+ Bsenx)+2¢** +2cosx — x’
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40. y”—4y”"+5y"—2y=—6¢" +10cosx
a. y=ce" +c,xe* +c,e’ +cosx+2senx
b. y=(c,+c,x+3x*)e" +ce’” +cosx+2senx
c. y=ce' +ce’ +ce’ +3x%e" +cosx+2senx

d. y=3x’¢"+cosx+2senx

Respuestas:

36. c. La opcion a contiene solamente la y,. La opcion d contiene a y,. La
opcién b debe tener especificados los valores de las constantes C, D,
EyFE

37. a. Laopcion b tiene error en las derivadas de y, y le falta y,. La opcién
¢ tiene error en las derivadas de y,. La opcion d sélo tiene a y,,

38. d. La opcion a tiene equivocada la y,. La opcién b sélo contiene y,, le
falta y,. La opcion c tiene confundidas la y, y la y,.

39. b. La opcion a en vez de y, tiene a r(x) como solucién. La opcién ¢
tiene y, con error y le falta y,. La opcién d tiene y, en forma trigono-
métrica y las raices de la ecuacidn auxiliar son reales; adem4s, tiene
ay, con errores.

40. b. Enlaopcion a le falta un término a y,. En la opcion ¢ le falta una x al
segundo término de la y,, pues hay raices iguales en la ecuacion auxi-
liar. En la opcién d faltala y,.

Método general

Variacion de pardmetros para obtener y,. Se usa para cualquier forma de r(x).
Sabemos que la solucién general de una ecuacion diferencial de la forma:

Y+ f(x)y +g(x)y=0, es y=cy,(x)+c,y,(x) (1

Si tenemos una ecuacion no homogénea, es natural suponer que su solucion y,
tiene algo que ver con (1), como observamos en el método anterior.
El cambio de pardmetros que se va a realizar en (1) es

y=u(x)y, (x) +v(x)y,(x)
cambiando las constantes por funciones de x; y ademds vamos a pedir que
'y +v'y,=0 ()
Pero, ;qué forma han de tener u(x) y v(x) para que y=uy, +vy, seala solu-

cién particular y, de la ecuacién y”+ f(x)y"+ g(x)y=r(x)? Suponiendo que
y, =uy, + vy, es solucién. Derivando:

y, = uy +u'y +vy, +v'y,
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Como tenemos la condicion (2), entonces,

y, =uyl +vy;

yy= ]y vy

Sustituyendo en la ecuacién no homogénea:

uy? +u'yl + vyl + 'y + f(x)(uy! + vy, + g(x)(uy, + vy,) = r(x)
y" f(x)y' g(x)y

Reacomodando términos y sacando como factor comtin au y v:

u(y? +f0y! + gy, + vy + f(x)y, + g(x)y, + w'y| + V'y) 4 r(x)

cero cero

Lo que hay entre paréntesis se anula porque y, y y, son solucién; entonces,
u’y;+v'y,=r(x), que junto con la suposicién (2) forman un sistema de ecua-
ciones, cuyas incégnitas son u” y v'. Este sistema va a resolverse por la regla de
Cramer. Entonces,

w'y, +v'y, =0
WY+ Y =)

0 Y,
,_r y; ¥y, (x)
NS W(y,y,)
oo
»w 0
, o)l oy
N _W()’p)’z)
ooy

Como y, y y, son LI en el intervalo; entonces, el wronskiano es diferente de cero
en él; por lo tanto, existen u” y v'.
De tal manera:

M:_J'L(x)dx; v:.[mdx
W 4

Concluimos que si existe una solucion de la forma y, =uy, +vy,:

y,r(x) nr(x)
yp:_ylj 2W dx+y2J IW dx
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—EJEMPLO 1
Hallar la solucion particular y, de la ecuacion:
Y’ =3y +2y=e"senx

La ecuacién auxiliar \> =3\ +2=0 tiene las raices \, =1, \, =2; por lo
que, y, =ce’ +c,e’.

Sea y =e"yy,=e*

x 2x
et e
3x 3 3
W= L |=2e —et =
e’ 2e
-
L ree'senx L, fe'e’senx
-y =—e J—dx+e j—
p e3x e3x

y,=—¢" Jsen xdx +e** J‘e'xsen xdx

1 _
y,=¢e" cosx+ez'“[—5e *(senx + cos x)]
X 1 X
y,=e cosx—Ee (senx +cosx)

. 1 1
y, =e’[cosx— 5(senx - Ecosx)]

1
y,= Ee”(cosx —senx)

Una solucién por variacion de pardmetros utilizando Mathematica, se mues-
tra en la ecuacién diferencial:

1
’7” _ 4 —
y y x364x

Clear[yl,y2,yc,yp,ul,u2]
{{m—>-2}, {m—>2}}
Solve[m’-4==0]
f[x]=Exp[-4x]/x,

-4x

e

3
X

yllx_]=Exp[2x];
y2[x_]=Exp[-2X];

wronskian=Det[{{yl[x] yV2[x1},{yl'[x]y2'[x] }}]
-4

, £
ulprime=-y2[x]" [*] /wronskian
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ul[x]=Integrate[ulprime,x]

1 1 3
—(e™™ (——2+—)+18EprntegralEi [-6x%])
4 2x° X
u2prime = yl[x]f[x]/wronskian
-6x
e
4%’

u2[x]=Integrate[ul2prime,x]

1 1 1
Z( —e™ (— e +—)—2EprntegralEi[—2x] )
x* x

yp[x] = yl[x]ul[x] + y2[x]u2[x]

1 2x -6x 1 3 . 1 -2x -2x 1 1
—e”(e -—+— |+18ExpIntegralEi[-6x])+—e " (-e -——t—
4 2xX° X 4 2x° X

-2ExpIntegralEi[-2x])

yc[x] = c[1]Exp[-2x] + c[3]Exp[2x]
ec[1l] + e®c[3]

y[x] = yp[x] + yc[x]

-2x 2x 1 2x -6x 3 . 1 -2x
e “c[l] + e c[3]+Ze (e +— +18EprntegralE1[—6x])+Ze
X

- 2x?

1 1

— EJEMPLO 2

Resolver por variacién de pardmetros: y”+ y=cosx

Las raices de la ecuacién caracteristica A\>°+1=0 son A\==*i con a =0y
B=1.

La solucién de la ecuacién homogénea correspondiente es:

v, = Acosx+ Bsenx

Sean y, =cosx, y,=senx

COoSx senx

Yy W(y,,y,)= =cos’x+sen’x=1

—Ssenx COSXx

—y,=—C08 xjsenxcosxdx+senxjcosxcosxdx
1 ) 1 1

Y, =—C0Sx| — sen’x |+senx| —x+— sen2x
2 2 4

1 1 1
y,=—= senzxcosx+5xsenx+Z(ZSenxcosx)senx

y, =Exsenx
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— EJEMPLO 3

Qué forma han de tener u y v para que y, = uy, +vy, sean solucion de:
y” -8y +16y=xe**

Como N> —8\+16=0—\,=\,=4
Entonces, y, =c,e*" +c,xe**

_ 4x _ 4x
Sean y, =e™, y,=xe" y

4x 4x
e xe
W=, . = dxe® +e¥ —4xe> =™
4e™ 4xe™ +e”*
et (xe“) e JE
M=—Ide=———>u=——
e 3 3
4x 4x 2 2
e xe X X
v:J.—(Sx )dx:—%vz—
e 2 2
COMPROBACION:

3 4x 4x

1 X
yp ——gx e +?xe

1
y =4 x3 e4x
r 6
Derivando y sustituyendo en la ecuacién dada:

2 1
yp/ — _x3e4x +Ex264x

3

8
3 4 2 4 4
y,"==x"e" +dx7e™ +xe™”

8 16 8
4 2 4 4) 4 2 4 4 4
—xe™ +4x%e* + xe* — —x’e* —4x’e r+§x3e T =xe™
%/_/
pa % 16y
— soxe* = xe®

— EJEMPLO 4

. ., P .z 2
Resolver por variacion de parametros, la ecuacién de Cauchy-Euler x'y” +

8xy’+10y=x""Inx.
Su ecuacién auxiliar es: m*+7m+10=0

conraices m; =-2 'y m,=-3.

-y, = clx’5 + (,‘2)(2 y r(x)= X Ilnx
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Sean: y, = x7y v, =X

-5 -2

X X | . ,
W(ypyg) = ‘—Sx_6 _2x_3 =-2x § +5x 8 = 3x §
-2 -3 =53
Ss(X x Inx L (X" x Inx
yp =—X J.Sx—_SdX'i'x J.3x—_8dx

-5 -2
:—x—jx3 1nxdx+x—_[lnxdx
3 3

-5 4 1 )
z—x—(x—lnx——x4]+%(xlnx—x)

314 16
1 1 -1 1 1 1
=———In +—+x—lnx——z—x"llnx——sx_l
12 48 3 3 4 48
x! 15
BIET

La solucién general serd y=y, +y,

s 5 x! 5
—y=cx’ +c,x +T Inx——

4
EJERCICIOS 4.6

Encontrar la solucion y, mediante variacién de pardmetros:

5
1. Y=y +>y=e¢""cosx

x/2

Respuesta: y = % e (xsenx)

2. Y -4y +3y=x’¢"
Respuesta: y,= 2—14 e*(—4x’ —6x* —6x-3)
3. V' —4y +3y=1xe™”
Respuesta: y, =—xe**
4. vy’ +4y=2cos 2x
Respuesta: y, = % sen2x

5. y'+y' =2y= 3xe;x
Respuesta: y, = Ee‘“‘ 2x-1)
6- y// + y/= X283x

e3x

(72x* —84x+37)
864

Respuesta: y, =

201
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—X

e

7. y"+2y'+y=
Respuesta: y, =" xe™ +xe ™ In x

8. y' —y=e¢"sen2x

Respuesta: y, = %(—sen 2x—8cos2x)e

9. y"+y=-8xcosx

2x

Respuesta: y, =—2x cos x + sen x(1 — 2x%)
10. y"—y=¢e"cosx
Respuesta: y > = % (sen x —cos x)

11. y"—4y' =4xe™
e

16
12. y"+9y" = 18¢" sen x

8x* —4x+1)

Respuesta: y,=

R t =e" ﬂsenx—ﬁcosx
espuesta: Y, 101 101

13. Y7 -9y = 18x°¢™
Respuesta: y, = % e’ (243x” —81x° +18x-2)

14. y' —y=4x'¢"
R ta: y,=¢€" l)c4—x3+§x2—§x+i
espuesta: ), > > 2t

Encontrar y, en las siguientes ecuaciones de Cauchy-Euler por el método de
variacién de parametros:
15. Xy” —xy’ = 4x’¢"
. — o —_
Respuesta: y,=4e'(x —1)

16. x*y” —xy +y=2x
Respuesta: y, = x(In x)’

17. x*y” = 2xy’ =2y = 6x'¢™

Respuesta: y, = Exez"

18. x*y” —xy’ — 3y +8x*senx
COS X

Respuesta: y,= —8x’senx —24x cos x +48sen x +48
X
19. X’y —xy’ +2y=xInx

Respuesta: y, = x1n x

Encontrar la solucion general y =y, + y, de las siguientes ecuaciones:

20. y” — 4y’ = 8xe™
4x 8 3x 16 3x
Respuesta: y=c,+c,e” — 5 xe"t ——e
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21. ¥ —y’ — 6y =5¢" sen x
—2x 3x 2x 15 25
Respuesta: y=ce ™" +c,e”" +e™*| ——cosx——senx
34 34
22. v’ =2y = 6xe™
3 3

3
Respuesta: y=c,+c,e” +e*| =x"—=x+=
Y rTaTe (2 27 4

23. y'—y=4e" cosx
4

Respuesta: y=ce ™" +c,e” + E e*(2senx—cosx)

24. y" — 6y + 5y =8xe™"
x Sx —x 2 4

Respuesta: y=ce” +c,e’” +e = x+ 5
En los siguientes ejercicios, resolver las ecuaciones para las condiciones ini-
ciales dadas:
25. y’+4y=4c0s2x; y(0)=1, y'(g) =0

Respuesta: —g sen2x+cos2x+ xsen2x

2x

26. y'—-4y +4y=

; y1)=0,y’(1)=1
Respuesta: y=(2— iz)e“ + iz xe’ +2xe”* (Inx—1)
e e
27. y" -3y’ =12¢"(x+1); y(0)=0,y'(0)=4

Respuesta: y= _%+ie3x +3xe** _Ee“

28. V' —4dy=4x’e™; y(0)=0,y"(0)=0
1 L. o fx x* x 1
Respuesta: y=—e " te” | ———+———
32 3 4 8 32
29. y”"+y —6y=10e"senx; y(O)z%,y’(O)zO
91 2x 6 —3x X 25 15
Respuesta: y=—e™ ——e " +e" | ——senx——cosx
85 85 17 17
144 402
30. y” -8y =-8xe; 0)=—, y'(0)=—
y =8y e ¥(0) 25 y'(0) 55
8x —2X 2 6
Respuesta: y=4+2¢" +e | ——x——
5 25
31. X’y —2y=9x’¢"; y(1)=9e,y’(1)=1

Respuesta: y T
3 3 X
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32,

33.

Ecuaciones diferenciales de orden superior

2.7

Xy +3xy’ +2y=2;

senln x

yH=1y' D=5

Respuesta: y=>5 +1

X ™
x*y” —xy’ =6x’ senux; y(0)= O,y'(a) =

Respuesta: y=6+x"—6xsen x—6cos x

Elegir, en cada caso, la opcidén correcta.

34.

35.

36.

37.

La forma que han de tener u(x) y v(x) para que y,= uy, + vy, sea solucion
de y”—4y=e""senx.

1 1 1
d. U=——COSX y=——_8enx ——CoS X
4 4 16
b. u:—lcosx v=e™ —lsenx—icosx
4 4 16
1 i 1 1
C. U=—COSX y=e | ——senx——cosx
4 17 68
d. u=—cosx vzi(—e’4"senx—e4xcosx)
20

Reconocemos lay, de: y”+y’ = x’e*

a. y,=c+ce’

—X

b. y,=—¢

: 1
C. y :_ex x_—£+_
r 2 2 4

=e" lx2 —§)c+z
Y 2 2 4

Encontrar la solucién general de: y” —4y" =8e* (x —1)
2 10

[e— -x —_——

3 9

x 7
4
c. y=c1+czex—eﬁ" ———J

B

4
a. y=c,+c,e T4

b. y=c,+c,e™
3 18

3j
x__
2

Resolver para las condiciones iniciales dadas: y” + y’ — 2y = 9xe™; y(0)
=0.37, y(0) =-0.01.

d y=c+ cze“ + e

a. y=0.126e7" +0.244¢"

2 1 3 21
b. y==e¢+—-e¢"+3"| —x——
3 3 10 100
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3 21
c. y=ce X +c,et +3e™ (—x ——]

10 100
d. y= e3x 2)(;_2
10 100

38. Encontrar la solucién general: x*y” — 3xy’ + 4y = 7x*
x° 1
a. y= c1x2 +czx2 Inx—7x*| —Inx——x"
2 4
2 2 7 4
b. y=cx +c,x lnx+5x Inx

7
c. y= c1x2 +czx2 lnx+Zx4

_ 2 2
d y=cx +cx Inx

39. Encontrar la funcién u para que y = uy, + vy, sea solucién particular de:
x*y”=2xy’+2y=In’x—Inx* donde y, =x; y, =x

8

u=—x"(In* x+2Inx+2)
b. u=—x"'(nx*+2)

c. u=x"'In"x
d. u :lln2 x+llnx+l
2 2 4
40. La solucién general de la ecuacién x*y” —2xy’+2y=1In" x —Inx’ es:
1 1 1 1
a. y=x(-—=In*x+—x+—-Inx+-)
2 2 2 4
b. y=cx+ (:2x2

1 1 1
c. y=—Inx+=Inx+—
2 2 4

1 1 1
d. y=cx+c,x’+—In>x+=Inx+—
2 2 4

Respuestas:

34. ¢. Dado que la funcién u = —J.%(x)dx y la funcién v = J%@)dx las

opciones a, b y d contienen errores en cuanto a la aplicacién correcta
de las férmulas o en el proceso de integracion.

35. d. Laopcion a contiene a la y, en vez de lay,. La opcion b es el wrons-
kiano de y,=1y y,=e". La opcion ¢ presenta parte de la solucion, es
solo vy,, falta afiadir uy,

36. a. Laopcion b presenta a la solucién general de la homogénea y” — 4y’
= 0. La opcién c estd incompleta, le falta afiadir vy,. La opcién d
también estd incompleta, le falta afiadir uy,.



206 Capitulo 4 Ecuaciones diferenciales de orden superior

37. b. La opcidén a presenta la solucién particular de la ecuacién homogé-
nea correspondiente. La opcién ¢ no aplica las condiciones iniciales,
es la solucion general. La opcion d contiene y,.

38. c¢. Laopcion a contiene y, mds una parte de y, = uy, + vy, que es uy,. La
opcion b contiene y, mas la otra parte de y,, que es vy,. A la opcion d
le falta afiadir la y,.

39. c¢. Laopcioén a es el resultado de Jx_z In* xdx . La opcion b es el resul-
tado de J.x’z In x*dx . La opcién d contiene, precisamente a Y,

40. d. La opcién a contiene a la funcién v. La opcién b contiene a y,. La
opcién ¢ contiene a y,.

Resumen

Ecuaciones de segundo orden reducibles a primer orden

’”

1. Sila ecuacién es de la forma f(x,y’,y”)=0, entonces, usamos z=y"; 7" =y”.

. .z ’ ” 4 Z 7
2. Sila ecuacion es de la forma f(y,y’,y”) =0, entonces, usamos Z =Y ;zd—y =y

La ecuacién diferencial lineal de segundo orden tiene la forma: y” + f(x)y"+ g(x)y = r(x).

* Si r(x)=0 — es lineal homogénea.

* Si r(x)#0 — es lineal no homogénea.

Principio de superposicion o linealidad

Sean y, y y, soluciones en un intervalo, y c, y ¢, constantes, entonces, y = ¢y, + ¢,,, €S
solucién en el intervalo de la ecuacién homogénea y” + f(x)y" + g(x)y=0.
Este principio no se aplica si la ecuacion es no lineal o no homogénea.

Dependencia lineal

1. y, y, son LD en un intervalo si y,= k,y, 0 y, = k,y,, con k,, k, = constantes.

2. Y, ¥-.-,y, son LD en un intervalo si al menos una de ellas puede expresarse como
combinacién lineal de las otras.

3. Sistema fundamental, o base de soluciones, de una ecuacién diferencial es la com-
binacién lineal

Y=cy +cy,

Donde y,, y, son LI en un intervalo.

4. El wronskiano de n funciones se define como el determinante de orden (n) de la
matriz:

»(x) »@ oy )

(x) s ' (x)
WOy Y50 ¥,) = Y Y g

R €9 N R 67 BN R 9



4.

Resumen

Sean f(x) y g(x) continuas en [a, b]

Sean y, y y, soluciones en [a, b] de: y”+ f(x)y"+ g(x)y=0

— ¥, vy ¥, sonLlen [a,b]
< W(y,,y,)#0, para toda x € [a,b]

Problema con valores iniciales = ecuacion diferencial +
condiciones iniciales

Teorema de existencia y unicidad

h(x)y” + f(x)y + g(x)y = r(x), con y(xy) = y,,¥'(x,) =y,

Donde 4, f, g y r son continuas en un intervalo I, y A(x)# 0. Si x =x, es cualquier pun-
to en este intervalo, entonces, la solucion y(x) existe y es vnica en 1.

Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas

1.

De segundo orden con coeficientes constantes. Son de la forma: y”+ay’ +by =0;
a, b = constantes, cuya ecuacion auxiliar o caracteristica es: N +an+b=0.

a’—4b>0—\, #\, raices reales diferentes.
Si ya’—4b=0—>\, =\, raices reales iguales.

a’—4b<0— N=a*iB raices complejas.

Solucién general:
Casol. N\, #\, —y=ce" +ce™
Caso2. \,=\, —y=ce™+c,xe™
Caso3. A\=atip > y=e""(AcosPx+ B sen x)

. Ecuaciéon de Cauchy-Euler. Es de la forma:

x*y”+axy +by=0; a,beR.
Ecuacién auxiliar o caracteristica m* +(a—D)m+b =0
Solucién general:
Casol. m #m, —>y=cx™+c,x™
Caso2. m=m, —y=cx"+c,(Inx)x"

Caso3. m=a+ifp— y=x"(Acoslnx” + B senlnx?)

Formas para encontrar la solucién:
a. Suponer una solucién de la forma y = x"
b. Usar la transformacién x = e’

Ecuaciones de orden arbitrario con coeficientes constantes.

(n)

Son de la forma a,y™ +a, ,y" " +..+a,y”" +a,y +a,y=0.

207
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Ecuacién auxiliar: ¢ m" +a, ,m"" +...+a,m* +am+a, =0 que tendrd n raices.

Si m#Em,#...£m,

mx myx x

la solucién es y=c,e™ +c,e™" +---+c,e™
Si m=m,=---=m,

L 2 -1
lasoluciénes y=e"™ (¢, +c,x +cx” +---+¢,x")

Si hay raices iguales y también raices diferentes, se aplican los dos casos anterio-
res a los grupos de A\, que convenga.

Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden

Son de la forma y” + f(x)y" + g(x)y = r(x).

Solucién y =y, +y,

Formas para obtener y,: 1. coeficientes indeterminados; 2. método general; variacion de
parametros.

1. Método de coeficientes indeterminados (vea el cuadro de la pagina 187).

2. Método de variacién de pardmetros:

Suponemos como solucién y = uy, + vy,, donde y, y y, son solucién de la ecuacién ho-
mogénea correspondiente, y, # y v tienen la forma:

Y, (x) I ylr(x)
W, y,) W(yl,yz)
f yzr(x) f ylr(x)

Autoevaluacion 4

1. Usar la sustitucién apropiada para resolver y”—y" =0 con y(0) =2; y '0)=1

2. Elegir la opcién que contiene la solucién general de la ecuacién y” — E y =y

a. y=—+—+c¢
y 5 5 h

c -1 1
b. y=——tan xX+c,)——
y ) 4 ( 2) )

c. y=c tanc,(x+c,)
d. x=c tan"'(y+c,)
3. Dadas las funciones cosx, cos(x — 1), cos(x + 1), averiguar si son linealmente inde-
pendientes o linealmente dependientes.

4. Seleccionar la opcidn que contiene soluciones linealmente independientes en el
intervalo [1, 2].
—2x

a. 2senh2x, e*, e
b. 2coshib, e, ¢
c. 1,e", xe™

Inx
d. lo ,——
g1 00



10.
11.
12.

13.

14.

15.

16

Autoevaluacion

. Encontrar el wronskiano de las funciones: € ‘sen3x, e cos2x, 1

. Elegir la opcién que muestra la dependencia o independencia lineal, mediante el
wronskiano, de las funciones coshx, e
a. Son LD porque W =e'senhx y senhx = ¢ _Zeﬁ
b. Son LI porque W =1
c. Son LI porque W = ¢ cos hx
et —e" e +e

d. Son LD porque W = 0, yaque senhx = y coshx =

2

. Enunciar el teorema de existencia y unicidad de las soluciones.
. Resolver y”+3y" —4y=0.

. Seleccionar la opcién que contiene la solucién general de: 4y” +16y"+17y=0.

a. y=e™* Acos£+Bsen£
y ( > 2)

ok x/2
b. y=ce " +cue
—2x x/2
c. y=ce " +c,xe’

d. y=e""(Acos(—2x)+ Bsen(-2x))

Resolver 9y” -6y’ +y=0.
Resolver x*y” —3xy’ +4y=0.

Elegir la opcién que contiene la solucién particular de x’y”—xy’+5y=0 con
condiciones iniciales y(1) = 1; y’(1) = 0.
a. y=2x—x"

b. y=e"(Acos2x+ Bsen2x)

cos?2 sen2
c. y=e'( cos2x + sen2x)
e e

1
d. y=x(coslnx’ —Esenlnxz)

Demostrar que x = ¢’ es una transformacion correcta para encontrar la solucién de
la ecuacién de Cauchy-Euler.

Elegir la opcién que contiene la solucién general de: y" —7y” + 17y” — 17y’ + 6y =0.
a. y=e'(c,cosx+c,senx)+c,e” +c e’

b. y=ce +c,e’ +c,e” +c,et

c. y=e'(c,+ex0)+ee™ +c,e

d. y=ce' +c,e’ +e* (c;+c,x7)

Resolver la ecuacion:
y”=3y"+y =3=0 con y(0)=2;y’(0)=6;y"(0)=0
. Hallar la solucién general por el método de coeficientes indeterminados:

y—y=2x"+x*—8x
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210 Capitulo 4 Ecuaciones diferenciales de orden superior

17. Elegir la opcién que contiene la solucién general de la ecuacién diferencial, obte-
nida por el método de coeficientes indeterminados:

4 3
T——y=x"-2
y 9y
a. y=cle’2"/3+c262”3—2x3—%x+2
4 8 2
b. y=ce™" +c,e*” —2x3 —&x+2
4 8
2 2 9,5 27 .9
C. Yy=¢ COS=X+Csen—x——X ——x+=
3 3 4 8 2
d. y=e'2’”3(clcos%x+c25enzx)—2x3—£x+2
3 3 4 8 2
sz ” ’ 3 x/4 1
18. Hallar la solucién general de: y"—y + —y=——e""+—x

16 4 16
19. Elegir la opcién que contiene la solucién general de:

”

2
y —;y'+6y:106X—4senx

12x e 20 8 16
a. y=ce™ +c,e’” ——e* +—cosx+—senx
11 21 105
b. y=c1612"+c2xe’”2—§e"—icosx+£senx
11 29 145
c. y:elzx(Acoslx+Bsenlx)—§ex
2 2 11
20 , 8 16
d. y=——e" —cosx———senx
11 29 145

20. Elegir la opcién que contiene la solucion general de:

y”—y —6y=10cos2x —4x’

a. y=ce™ +c,xe”” —§c052x+2x2 —2x+l
26 3 9 27

b. y=e’“(AcosSx+Bsen3x)—£cos2x+zx2—2x+l
26 3 27
c. y=cle3x+c2e’“—ECOSZx—isen2x+zx2—zx+l
26 26 3 27
d. y=—§cos2x—isen2x+zx2—2x+l
26 26 3 9 27

21. Resolver por el método de coeficientes indeterminados la ecuacién: y” — 2y" + y =
25
3e™ + ?sen 2x, para las condiciones iniciales y(0)=1; y’(0)=0.

22. Resolver por el método de coeficientes indeterminados y hallar la solucién general
de la ecuacién y”' —y”+y —y=8e™" +6sen2x.

23. Elegir la opcién que contiene la forma que deben tener u y v para que y,= uy, + vy,
sea la solucién de la ecuacién y”—3y" =9xsen2x.

a u=-1 v=e
b. u=—3jxsen2xdx v=3.|‘xe’3‘ sen 2xdx
c. u=1 v=3e>"

3
d. u=c v=c,e’”



24,
25.

Respuestas de la autoevaluacion

e ” 1 X
Encontrar la y, de la ecuacion y”— e 3x’e™”.

Elegir la opcién que contiene la solucién de x*y” +xy’ — y=x(2—Inx) con condi-
. S 1, 5
ciones iniciales: y(I)= —g; y'()= g

a. y=cx’' +czx+£(—%+51nx—ln2 X)

b. y=ce " +c,e’ +§(—§-|—51nx—1n2 X)

c. y=—i+£(—§+51nx—ln2 x)
4x

x, 5 5
d y==(—-=+5Inx—-In"x
y 4( 2 )

Respuestas de la autoevaluacion 4

W N

9]

. y=e +1
. b. La opcién a representa y" y no y. Las opciones ¢ y d no respetan las constantes.
. Son LD porque ¢, cosx =c, cos(x—1)+c, cos(x+1) para ¢, =2cosl, ¢, =c, =1.

. ¢. No es la opcién a porque 2senfx =e** —e™>*. No es la opcién b porque 2 coshif

Inx

=e" +¢™. Nila d porque log,,x=——.
In10

. W=-30e"".

. b. El wronskiano antes de aplicar las identidades es e (sen hx — cos hx). Por ello, las

opciones a y b muestran un resultado incompleto. La opcion d no tiene sentido.

7. Vea el texto.

_ —2x x
. Yy=Ce +Cze .

9. a. La opcién b seria el caso de N\, =-2yN\, =%. En la opcién ¢ se mezclan las

10.
11.
12.

13.
14.

15.

16.
17.

18.

formas de solucién. En la opcién d se intercambian los valores de o y 3.

y=ce” +c,xe™”.

y=c¢x’+c,x" Inx.

d. La opcién a supone que la solucion es del tipo de raices diferentes y reales. La b

muestra una solucién general, sin condiciones iniciales y falta aplicar 7 = Inx. A la
opcion ¢ también le falta la transformacion.

Vea el texto.
c¢. La opcién a supone raices complejas. La b supone raices desiguales. Y la d mez-
cla conceptos y pone un término como si la ecuacion fuera de Cauchy-Euler.

15 9 27
y=—e"+=cosx+—senx
5 5 5

y=ce " +ce’ —2x* —25x" +8x—50.

a. La opcién b supone raices iguales de la ecuacion auxiliar. La opcién ¢ supone

raices complejas y la y, tiene error algebraico. La d lo mismo.
1 16
y=ce™ +c,e’t + = xe +§x+3.
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Leonard Euler
(1707-1783)

Ecuaciones diferenciales de orden superior

19. a. La opcién b supone la solucién de la homogénea con raices iguales. La opcion ¢
supone raices complejas de la ecuacion auxiliar. La opcion d presenta la y , le falta
sumar lay,.

20. c. La opcién a considera raices iguales a la ecuacion auxiliar y le falta un término
de lay,. La opcion b considera raices complejas de la ecuacion auxiliar y también
le falta un término de la y,. La opcion d estd incompleta, le falta sumar y,.

21. y=—?e* —%xe* +3e2x+icos2x—senx.
22. y=ce +csenx+c, cosx—Ze'X+§sen2x+%0052x,

23. b. La opcibn a representa —y, y y,. La opcién ¢ contiene a y, y al wronskiano de y,
y ¥,- La opcién d presenta los términos cuya combinacién lineal da y,.

4.y =¢"(x’ 32> +6x-6).

25. ¢. La opcién a no aplica las condiciones iniciales. La opcién b supone la solucién
exponencial sin efectuar la transformacion 7 = Inx. La d representa la y,.

Leonard Euler

En 1707 nacié en Basel, Suiza, un niflo que serfa afios mds tarde el mejor alumno de
Juan Bernoulli y, finalmente, el matematico mas productivo de todos los tiempos: Leo-
nard Euler.

Su padre, pastor calvinista, a pesar de tener cierta formacién matemadtica, dese6 que
su hijo estudiara teologfa. Sin embargo, la facilidad notoria del muchacho para la ciencia
pura lo encaminé hacia las matematicas. Con todo, la educacién de Euler resulté com-
pletisima, abarcando disciplinas tan variadas como la teologia, la medicina, la fisica, la
astronomia y las lenguas orientales.

Alos 20 afios, recomendado por los Bernoulli, Euler fue invitado por la emperatriz
Catalina I de Rusia para ocupar la citedra de medicina y fisiologia en San Petersburgo.
Acepto, pero poco después de su llegada, qued6 como catedritico en matematicas,
puesto que conservé hasta 1741.

Durante esta estancia, Euler perdié el uso de su ojo derecho, suceso que de ninguna
manera alter6 su produccién diaria de descubrimientos ya que, como comentara el aca-
démico francés Arago: “Euler calcula sin esfuerzo aparente, tal como el hombre respira,
o el 4guila se sostiene en el aire.” Es sabido también que hacia matemadticas al tiempo
que jugaba con sus nifios.

En 1741 acept6 una invitacioén de Federico “el Grande” y dejé San Petersburgo para
irse a Berlin, donde vivi6 hasta 1766, fecha en la cual regresé definitivamente a Rusia,
pais en el que muri6 en 1783.

La produccién de Euler no sélo fue enorme en tamafio, sino también en variedad.
Le debemos avances en mecanica celeste, hidraulica, construccion de barcos, teoria de
la musica, etc. Su intuicién genial lo llevé a inventar buena parte de las notaciones que
usamos hoy en dia, a establecer algoritmos nuevos y a manejar formalmente ciertas
expresiones hasta obtener resultados tan sorprendentes como el famoso €™ +1=0, que
contiene los cinco nimeros mds importantes de la matemadtica. Su nombre quedo rela-
cionado con todas las ramas de la ciencia; por ejemplo, en ecuaciones diferenciales in-
vent6 el método del factor integral.

Las obras completas de Euler ocupan 75 volimenes de tamafio respetable, colocin-
dolo, sin lugar a dudas, en el primer lugar en cuanto a productividad. Es de notar que
este gran hombre pas6 sus ultimos 17 afios en la ceguera total, sin que por ello decreciera



Propiedades metafisicas del nimero 4

su ritmo de trabajo creativo. Para eso, escribi6 sintéticamente sus pensamientos en un
pizarrén, del cual algunos discipulos copiaron a su vez los resultados. La leyenda re-
lata que el dia de su muerte se acercé al pizarrén poco después de haber encontrado
algo de importancia y escribi6: Ich sterbe (me muero) y cayé muerto.

Dios creo el niimero entero, lo demds es obra del hombre.

KRONECKER

Anécdota

Euler creia en Dios. Cierto dia, Diderot fue a visitar la corte rusa, invitado por la empe-
ratriz Catalina de Rusia (1773). La conversacion con Diderot era liberal, amena y con
tendencias ateas. Esta desenvoltura divertia mucho a la emperatriz, pero no tanto a sus
ministros, que le pidieron cortara por lo sano la exposicién de doctrinas sospechosas. La
emperatriz utilizé un ardid: hizo saber a Diderot que un ilustre matematico habia conse-
guido demostrar por dlgebra la existencia de Dios y que deseaba presentarle su demos-
tracién ante la corte. Diderot acept6 de buen grado. El matematico (que era Euler) anunci6
solemnemente con perfecta conviccién:

“Caballero: a+b

. n z 7 7 7 . i3
Diderot, que no sabia nada de dlgebra, qued6 aténito y desconcertado, mientras la
corte entera se refa. Su regreso a Francia fue inmediato.

=x, luego Dios existe; jRespondedme!”

Propiedades metafisicas del numero 4

Representa el principio de realidad, fundamento de la ciencia de los nlimeros y causa
permanencia. Para Pitdgoras contiene en si el fuego del 1, el aire del 2, el agua del 3 y
la tierra del 4.

En la materializacion de la virtud divina en el hombre, es la afirmacién y la nega-
cidn, la discusién y la solucion. Ademds, representa el esfuerzo en la mano de obra y la
voluntad en el pensamiento.

Numeracion maya (aproximadamente 300 a. C.)

®
0 1 5 8 10 12 15 20 400

(Qué expresion contiene cada uno de estos simbolos, una y sélo una vez?

0,1,i,e,

Euler era intuitivo y, a veces, no ahondaba en la precision de sus resultados, por eso le
sucedian cosas asi:

(Es posible este resultado negativo? Si hay error, ;donde esta?
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214 Capitulo 4 Ecuaciones diferenciales de orden superior
HORIZONTALES VERTICALES
1. Determinante para encontrar si dos o mds funciones son 1. Fin de semana. Vacacién, en inglés. OM.
linealmente independientes o no. 2. Natural de Roma. Habitante de la Tierra del Fuego.
2. Dios de los vientos en la mitologfa griega. Gran matema- 3. Terminacién genérica de los alcoholes. Consonante. Pre-
tico alemdn autor de la famosa férmula ¢™ + 1 = 0. posicién inseparable que significa; por causa, en virtud de,
3. Abreviaturas de: eminencia y capital. Primeras letras de conjuncion.
erosion. 4. El que anda vagando en la noche.
4. Fil6sofo aleman que escribié “Critica de la razén pura”. 5. Consonante. Vocal. Ocio en francés.
Lejano, apartado, distante. 6. Astrénomo alemdn famoso por sus tres leyes sobre los
5. Preposicion. Separan, distancian, retiran. movimientos de los planetas, uno de los cuales es: los pla-
6. Negacion, habiten, vivan. Consonante. netas giran alrededor del Sol formando elipses en la que
7. Quinientos en nimeros romanos. Rio de Rusia. Cuatro- el Sol ocupa uno de los focos. Pronombre personal.
cientos seis, en nimeros romanos. 7. Vocales. Realizd, elabord, ajusticid, aniquild.
8. Pieza de artilleria. Rio de Rusia. 8. General macedonio, hijo de Filipo II, de sobrenombre:
9. Terminacién de aumentativo. Magno.
10. Comercia al por mayor. El primero de su clase. 9. Emperador romano, célebre por su crueldad y el incendio
de Roma. Nula, inoperante, inttil.
10. Uno de los cuatro palos de la baraja espafiola. Diez por
cien. Consonante.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
2
3 -
4
5
6
7
8
9 -
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Karl Friedrich Gauss
(1777-1855)

Aplicaciones geométricas
Osciladores

Oscilaciones forzadas

Caida libre y leyes de movimiento
Circuitos eléctricos

Flexion de vigas

Otras aplicaciones
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El secreto, segiin Chiang, consistia en que Juan dejase
de verse a st mismo como prisionero de un cuerpo
limitado, con una envergadura de 104 centimetros y un
rendimiento susceptible de programacion. El secreto era
saber que su verdadera naturaleza vivia con la
perfeccion de un niimero no escrito, simultdneamente en
cualquier lugar del espacio y del tiempo. Juan se dedico
a ello con ferocidad.

JUAN SALVADOR GAVIOTA
R. BACH

Aplicaciones geométricas

Para encontrar ecuaciones de curvas que satisfacen ciertas propiedades se usan
ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Otra propiedad es la relacionada con el radio de curvatura de una curva. Si
y= f(x) es una curva dada, entonces, su curvatura estd dada por la ecuacion:

//|

ly
(1+y'2

K= )%

N2 3/2
Y el radio de curvatura es: r = (IT%)
y

— EJEMPLO 1

Hallar la ecuacién diferencial de la familia de elipses con centro en el origen
y cuyos ejes coincidan con los ejes de coordenadas.

SOLUCION:

La ecuacién de una elipse con ejes a 'y b es:

En la ecuaci6n original: —x* +y* = b7,
a

b2 b2 42
de donde — = —zy; sustituyendo:

a X




Aplicaciones geomeétricas

, b2_ 2
X

xyy' =y’ = b’
Tomando otra derivada:
xy +y (' +y)=2y
xyy// + xy/Z — yy/

’2 ’

y' = Y Y es1a ecuacion diferencial no lineal pedida.

;.. v x

—EJEMPLO 2 s
[+ ]
Si el radio de curvatura de una curva y= f(x) en un puntoes ' = ¥

y la longitud de la normal desde dicho punto al eje x es y/1+y’*, encontrar

las curvas con la propiedad de que el radio es proporcional a la longitud de la
normal. (Observar la diferencia entre k =1y k=-1).

Tomemos k = 1; entonces,

n2 T2
IACEH SN ey

1+ y/2 — y”y

Mediante reduccion de orden:

dz
1+7°=yz—
Yy dy

Wz _dy
1+ vy

Integrando:

%1n(1+z2)=1ny+lncl

z= clzy2 -1
d
Como z = _y’ entonces,
dx
d
5 2y =dx
¢y -1

y por sustitucién trigonométrica, la nueva integral da:

2.2 __cxte
oy —l=e"" —cy
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elevando al cuadrado y despejando y, tenemos:

y= 2%1[6(%02) 4 ol }

que representa una familia de catenarias.

Tomemos k =—1, entonces,

3
(1+y/2)/2 — [1+y/2 ”
de donde yy”+y?>+1=0
La expresién yy” +y’* proviene de derivar yy’; entonces,
wH+x=c
ydy+(x—c1) =0,

. 2 1. .
integrando de nuevo: y* + (x —cl) =c,, que representa la familia de circun-
ferencias con centro en el eje x.




EJERCICIOS 5.1

1.

Aplicaciones geomeétricas

Hallar la familia de curvas cuyo radio de curvatura es constante.

2 2
Respuesta: (x+c,) +(y—c,) =k
Hallar 1a familia de curvas con la propiedad de que su radio de curvatura
en cualquier punto es igual a la longitud de la normal en dicho punto y
en su mismo sentido.

2 2
Respuesta: y~ + (x @ ) =c,
Lo mismo que en el problema anterior, pero con sentido opuesto.
(erxtey)
+1

Hallar 1a familia de curvas con la propiedad de que su radio de curvatura
es proporcional al cubo de la longitud de la normal.

CX+C2

Respuesta: 2c,ye"" = ¢’

1
Respuesta: y* =2c¢ (x+c,) +——
. Y l( 2) 2¢,k

Hallar la familia de curvas para las cuales el radio de curvatura es dos
veces mayor que la normal (considerar |y”| como +y”).
Respuestas: para | y”| =y”, 4c,y— 4012 = (x +c, )2, parébolas con ejes pa-
ralelos al eje y.
Para —y”, x = a(6—sen0)

y=a(l-cos0) cicloides.
Encontrar el drea bajo la curva y= f(x) y sobre el eje x, sabiendo que
esta curva es tangente al eje x en el origen y satisface la ecuacion dife-
rencial: y” =secy’
Respuesta: la curva es: y=xsen 'x++1-x"—1, y el 4rea pedida es
0.3565 unidades cuadradas.
Hallar una curva que pase por el origen de coordenadas, de tal manera
que el 4rea del tridngulo formado por la tangente a la curva en uno de sus
puntos, la ordenada del mismo punto y el eje x, sea proporcional al drea
bajo dicha curva, acotada por el eje x y la ordenada de este punto. Suge-

. . . . y
rencia: el punto de interseccion de la tangente con el eje x es: x —=.

’
Respuesta: y**™' = cx

. Encontrar la curva cuyo radio de curvatura es proporcional a la pendien-

te de su tangente.

N
Respuesta: y:im+kln (X+c]) e

X+C]

2

Hallar el area bajo la curva y = f(x) y sobre el eje x, sabiendo que esta
curva es tangente a larecta y=4 en x =0 y satisface la ecuacion dife-
rencial:

Respuesta: 1a funcién es y=4—x’ y el 4rea pedida 32/3 unidades cua-
dradas.

219
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10. Hallar la longitud de la curva y= f(x), desde x=0 hasta x=1, sa-
(ex +e” )

biendo que pasa por el punto (0, 1) y que y” = 5

Respuesta: 1.1752

Osciladores
Movimiento arménico simple (oscilacion libre). Se rige por la ecuacion:
i
dar’

2

X k

0 —2+a2x=0, para a’ = —
dt m

donde —kx es la fuerza de restitucion del resorte. La solucidn de esta ecuacion
tiene la forma:

X =c,cosat+c,senat ,

con amplitud x = .Iclz + c; , periodo 2m seg y frecuencia £ ciclos/segundo.
a

2
Movimiento amortiguado (oscilacion libre). Se rige por la siguiente ecuacion:
d’ d.
m= = —ke—b==, b>0
dt d
2
o bien, d—f+2n@+a2x =0, 2n =£, a’ :5
dt d m m

cuya ecuacion auxiliar es:
m*+2nm+a* =0, m=—-ntn*—-a’

Cuando n* >a’, la solucién es x =c,e"" +c,e™ y el movimiento se llama so-
; . 2 _ 2 s 2 _ mt myt o .

breamortiguado; para n~ = a”, la solucién es x =c,e™ +c,e"* y el movimiento

se llama criticamente amortiguado y se expresa x =c,e” +c,te”,y si n’ <a’,

<z - 2 2 2 2 LI
la soluciénes x=e™" (c] cosva —n't+c,senva —n t) y el movimiento se lla-
ma subamortiguado.

En los tres casos se observa que cuando ¢ — oo, el desplazamiento x — 0.
2

.. . . dx _dx
Una ecuacion de este estilo, por ejemplo —-+8—+16x=0, en Mathe-
matica se muestra como dt dt

Clear [de]
de=DSolve[{x''[t]+8x'[t]+16x[t]i0,
x[0150,x"[0]51},x[t],t]
{{x[t]e™t}}

sol[tn]=de[[1,1,2]]

et

Plot[sol[t],{t,0,5}]



Oscilaciones forzadas

0.05

0.04

0.03f

_/f

Oscilaciones forzadas

Si se aplica una fuerza exterior sobre el sistema, la ecuacién diferencial es:

d’ d.
m—f:—kx—b—x+F(t)
dt dt

2
obien, X 420 4 ix= F(, =2, a =X
dr’ dt m m

La solucion general es x(7) = x, + X, donde la solucion x, tiene siempre el factor
e, el cual tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito; por eso, x, se 1lama solucién
transitoria. Si F(t) es periddica, entonces, x, se llama solucién estacionaria.

Si una oscilacién forzada llega a una amplitud méxima, la frecuencia impul-
sora recibe el nombre de resonancia.

—EJEMPLO 1

Una llanta de masa m cuelga de un resorte. Una vez conseguido el punto de
equilibrio, se suelta la llanta con una velocidad inicial v, a una distancia x,
debajo de la posicién de equilibrio y simultdneamente se le aplica una fuerza
externa F(¢) dirigida hacia abajo. Encontrar la ecuacién del movimiento.
(Considerar la resistencia del aire.)

221

F(@)

Figura 5-1.
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Abplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo orden

Se toma como positiva la direccidn hacia abajo del eje x y se tiene en cuenta
la friccion del aire (resistencia proporcional a la velocidad de la masa).

En cualquier tiempo ¢, hay tres fuerzas que actiian en el sistema:
F(?) es la fuerza externa medida en el sentido positivo.
F. =—kx, k>0 es la fuerza de restitucion del resorte (ley de Hooke).

F, =—bx’, b> 0 es la fuerza debida a la resistencia del aire y actiia siempre en
direccién opuesta a la velocidad; por ello, tiende a retardar el movimiento.

F_y F, son negativas porque van en sentido opuesto al eje x considerado.
Por la segunda ley de Newton, la fuerza neta que actda sobre la masa es: F =
(masa)(aceleracion).

Entonces, F'=F + F, + F(t) representa la aplicacion de todas las fuerzas sobre
la masa m. Es decir, mx” = —kx — bx’ + F(t); o bien, x” +2nx’ +a’x = f(t),

b k F
donde: 2n=—, a’=—, f=—,
m m m

es la ecuacién que rige una oscilacién forzada. Las condiciones iniciales del
\_ proceso son: x(0)=x, y x"(0)=v,.

— EJEMPLO 2

A un resorte, que se estira 50 cm al aplicarle una fuerza de 4 N, se le cuelga
un peso de 19.6 N. A este peso se le aleja de su posicién de equilibrio jalan-
dolo 1 m hacia abajo. Si se suelta el peso, estudiar el movimiento en los casos:

. . . . . . ) dx .
a. no hay resistencia del aire, b. si la resistencia del aire es 8— y c. si ade-

mads de la resistencia del aire, hay una fuerza aplicada al peso de 80 sen 2.
El peso W del objeto es 19.6 y como W =mg, la masa

m= K = % =2 kg
g 9.8

a. Sea x el alargamiento del resorte, por la ley de Hooke F = kx; en este

caso: F. =4N para x=0.5 m.

Entonces, k=—=8

0.5
Ademis, F, =0y F()=0
L . d’x
La ecuacion del sistema es: m e =-
t
es decir, x” +4x=0
cuya solucién es: x =c, cos2t+c,sen2t.

Aplicando las condiciones iniciales: cuando =0, x =1y x” =0 se ob-
tiene ¢, =1, ¢, =0. Por tanto, x = cos2¢ representa un movimiento ar-

2
moénico de amplitud 1 m, periodo 77{ = seg y frecuencia: 2 =—=

2 _1
2™

0.318 ciclos/segundo.
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b. En este caso, la ecuacion es:

d2
m—fz—kx—8ﬂ
dt dt

x"+4x"+4x=0
sz -2t
cuya solucién es: x =e¢ (c1 + czt).

Aplicando de nuevo las condiciones iniciales:

x=e” (1 + 2t)

El factor de amortiguamiento es e’

c. En este caso, tenemos la ecuacion:
2

mTE = gx180sen2i-8%
dt dt

x”=—4(x—10sen2t)—4x’,
x”+4x"+4x=40sen2t.

s 2 _ . 2t
Su soluciones x=x, +x ,donde: x, =e (c] + czt) y
x,=-5c0s2t.

Para las condiciones iniciales dadas:

x=e(6+121)—5cos2t,

La parte ' (6 + 12t) representa un movimiento transitorio y —5cos2¢
— es el movimiento estable.

EJERCICIOS 5.2

1. Un resorte cuelga verticalmente; su extremo superior estd fijo y del infe-
rior pende una caja que pesa 196 N. Una vez en equilibrio se tira de la
caja hacia abajo haciéndola desplazar 0.25 m y se suelta. Sabiendo que

k =80— y que la resistencia del aire es despreciable, hallar:
m

a. Laley de movimiento de la caja.

b. El tiempo necesario para que la caja se mueva desde la posicion ini-
cial hasta 0.0625 m por debajo de la posicién de equilibrio.

cos 2t

Respuestas: a. x = b. t=0.659 segundos.



224

Capitulo 5

Abplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo orden

. Resolver el problema uno suponiendo que hay una resistencia del aire:

a. vi4.
b. 4v.

1,
Respuestas: a. x=e '™ (0.25c0s1.996z +0.00078sen1.996¢)
b. x=e¢ 1 (0.25¢0s1.997¢+0.0125sen1.9977)

En ambos casos el movimiento es oscilatorio amortiguado.

. Una masa de 98 N de peso se cuelga de un resorte con lo que éste inte-

rrumpe su estado de reposo. Sabiendo que k = 4.9 N/m, hallar el movi-
miento de la masa si al soporte del resorte se le imprime una fuerza de

y=sen,/2g¢ metros.

Respuesta: x = —0.7y28 “2gsen0.7t A ﬂsen\/@t.
0.49-2g 0.49-2g

. Se suspende una masa de 10 kg de un resorte, el cual se alarga 0.6533 m.

La masa se pone un movimiento desde la posicién de equilibrio con una
velocidad inicial de 1 m/seg. dirigida hacia arriba. Hallar el movimiento

resultante si la fuerza debida al aire es de 80 v newtons.
e—Sr _e—3z
Respuesta: x =

. Supongamos que al sistema del problema anterior se le aplica una fuerza

externa: f(z) = 10 sen . Hallar el movimiento resultante de la masa.

9 4 25
Respuesta: x=——e¢ U it

e +L(7sent— 4cost).
20 52 130

. De un resorte que tiene una constante k = 50 se suspende un peso de 49 N.

El peso se pone en movimiento desde el reposo, estirdndolo 0.98 m ha-
cia arriba de la posicién de equilibrio y aplicando una fuerza externa f(r)
= 10 sen2t. Si no hay resistencia del aire, hallar el movimiento del
peso. 1

Respuesta: x =—0.98cos~/10t —0.21sen~/10z + —sen2t.

. Dos pesos iguales estdn colgados del extremo d% un resorte. Si uno de

ellos se desprende, hallar la ecuacién del movimiento del otro peso. Su-
gerencia: x(0) = b.

Respuesta: x = bcos \/% 1.

. Una cadena de 8 m de longitud se desliza, sin rozamiento, desde un so-

porte hacia abajo. Si el movimiento se inicia en el momento en que la
cadena cuelga 1 m del soporte, hallar el tiempo que tardara en deslizarse
toda la cadena.

Respuesta: t = 2.49 segundos

. Se cuelga de un resorte una masa de 2 kg, de tal manera que el resorte se

alarga 0.6125 m. A esta masa se la aleja (aparta) de su posicion de equi-
librio jaldndola 1 m hacia arriba y se la suelta. Hallar el movimiento re-
sultante de la masa, sabiendo que hay una resistencia del aire de 16v.

Respuesta: x=e"'(-1-4t).
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10. Un resorte cuelga verticalmente. En su extremo libre se coloca una masa
de mkg. Si la masa se mueve con velocidad v, m/seg cuando el resorte
estd sin alargar, hallar la velocidad en funcién del alargamiento.

k
L2 2 2
Respuesta: v —2gx—;x +v;.

Caida libre y leyes de movimiento

Se va a considerar la caida vertical de un cuerpo de masa m que estd afectado
por dos fuerzas: la aceleracion de la gravedad y la resistencia del aire proporcio-
nal a la velocidad del cuerpo. Suponemos que tanto la gravedad como la masa
permanecen constantes y que la direccion positiva es hacia abajo.

Por la segunda ley de Newton:

La fuerza de gravedad dada por el peso w del cuerpo es: w = mg, donde g =
9.8

seg’

La fuerza debida a la resistencia del aire es —kv, k>0 por ser opuesta a la
velocidad; & es la constante de proporcionalidad. Entonces, la fuerza neta sobre
el cuerpo es:

F=mg—kv

d
es decir, m& = mg — kv
dt

de donde ﬂ+£v=g,
m

es la ecuacién del movimiento del cuerpo. Si la resistencia del aire es desprecia-
ble, entonces, k = 0 y la ecuacion es:

v _
dt

La velocidad limite se define asi: v, = %

8

Si la resistencia del aire no es proporcional a la velocidad sino al cuadrado
de la velocidad u otra relacidn, entonces las ecuaciones deben modificarse.

EJEMPLO 1

Un paracaidista, junto con su paracaidas, cae partiendo del reposo. El peso
total es w kilogramos. Sobre el sistema actda una fuerza debida a la resisten-
cia del aire que es proporcional a la velocidad. Si la caida es vertical, hallar:

225
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1. La ecuacién del movimiento.
2. Laecuacién con los siguientes datos: w=98 kg y k=10.

3. La distancia recorrida por el paracaidista.

AL A2

Figura 5-2.

a. Lafuerzanetaes: F=mg—kv

de donde mﬂzmg—kv

dt
dv k . . ) ..
y I +—v =g eslaecuacion diferencial del sistema con las condicio-
t m

nes para t=0, v=0.
La solucidn de la ecuacion es:

)

m
2

S v=9.8

b. w=mg =98 kg. Entonces, m=%:10 kg, g=9.8

(1 —¢€™), cuando ¢ — s, v se aproxima a — que es la velocidad limite
constante. k

dx
c. Como v=— tenemos:

dxz%(l—e%)dt

Con condiciones iniciales: x =0 para t=0

XZM_g t+ﬂ€_%—ﬂ ,
k k k

y para los datos del inciso b:

x=9.8(r+e” —1).
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Una particula se mueve a lo largo del eje x segtn la ecuacién:
d’ d.
C 9= 120x=0
dt dt

A partir de un punto a 2 m a la derecha del origen, la particula en
el tiempo ¢ = 0 seg se dispara hacia la izquierda con una velocidad

y=12"" Hallar:
seg
a. El tiempo en que la particula pasa por el origen.
b. El desplazamiento maximo negativo.
c. Lavelocidad maxima (positiva).

SOLUCION:
La ecuacion auxiliar correspondiente a esta ecuacion diferencial de segundo
orden con coeficientes constantes es:

N +9N+20=0

conraices N\, =—4, \, =-5.
Por tanto, las ecuaciones del desplazamiento y de la velocidad, son:

x= cle"“ + cze’S’,
v=—4ce™ —5c,e™.
Encontramos los valores de ¢, y ¢, mediante las condiciones iniciales; asi:
para t=0— x=2 y también para t =0 —> v=-12,
2=¢ +c, c, =2
-12=-4¢,—5¢,| c,=4.
nx==2e Y +4e™,
v=8e" —20e7".

a. Cuando la particula pasa por el origen: x = 0. Entonces,

4e—Sz — 26—4t

1
Multiplicando por 565 !
2=¢'"—1t=1In2=0.6931 segundos
b. El desplazamiento maximo negativo se dard cuando v = 0.

Entonces,
8¢ =20e" > t=In2.5

x= _2e~4ln2.5 +4ef51n245
=-2(2.5)" +4(25)"
=—(2.5)"

- x=-0.01024 m.

227
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EJERCICIOS 5.3

1. Hallar el tiempo necesario para que un cuerpo caiga a la Tierra desde la

Abplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo orden

c. La maxima velocidad se tendr4 para:

dv =-32¢" +100e™ =0
dt
100e™ =32¢7
—1n[25
de donde ¢ = ln( 4)
—41n(25 _5m(25
Entonces, v =8¢ %) _ 0e (%)

A3 (%)
3]

v=0016772
seg

altura de 400000 km. Se tiene conocimiento de que la altura se mide
desde el centro de la Tierra y que el radio de ésta es de 6400 km, aproxi-
madamente.

Respuesta: y*y” =—k, t =122 horas.

. Una particula se mueve a lo largo del eje x de acuerdo con la ley:

2
d’x +4 dx +13x=0
dar* dt
Si esa particula empieza su movimiento en x = 0, con una velocidad
inicial de 6 m/seg hacia la izquierda, hallar:
a. xen funcién de ¢.
b. Los tiempos en que se producen las paradas.

Respuestas: a. x=-2¢ *'sen3t
b.t=033+ mm radianes, n=0, 1, 2, 3,...

. Una particula de masa m se mueve por el eje x con una fuerza de repul-

sién que es inversamente proporcional al cubo de la distancia desde el
punto x, al origen. Determinar la ley de movimiento.

2k
Respuesta: x* =c,(t+c,) +—
cm

. Un cuerpo de masa m cae desde cierta altura con una velocidad v. Du-

rante la caida, el cuerpo experimenta una resistencia que es proporcional
al cuadrado de la velocidad. Hallar la ecuacién del movimiento.

/k
Respuesta: x = ™ 1ncosh, |~2 1.
k m

S. Sien el problema anterior m =4 kg, g= 9,8%, k =3.673 Hallar:
seg
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a. La velocidad al cabo de dos segundos.
b. El tiempo necesario para caer a una distancia de 8 metros.

Respuesta: v = 3.262, t =2.68 segundos.
se

6. Un hombre y su barca pesan 98 kg. La fuerza ejercida en la direccion del
movimiento es 4.9 kg y la resistencia al movimiento es igual al doble de

la velocidad. Determinar:
a. La velocidad 20 seg después de que la barca haya empezado a mo-

verse.
b. La distancia recorrida al cabo de esos 20 segundos.

Respuesta: a. v = 2.42, x =36.97 metros.
seg

Circuitos eléctricos

Se puede establecer la siguiente analogfa entre un sistema mecanico y un circui-
to eléctrico:

Sistema mecdnico

Circuito eléctrico

d’ d
m—f = —kx—b—x+F(t)
dt dt
Desplazamiento: x
. dx
Velocidad: v=—
dt

Masa: m
Amortiguamiento: b
Constante del resorte: k
Fuerza externa: F(7)

d’q dg 1
L=t _RE __4+Eq
dr’ dr ¢’ ®

Carga: g (culombios)
d
Corriente: [ = 761 (amperios)
t

Inductancia: L (henrios)
Resistencia: R (ohmios)
Capacitancia: C (faradios)

Voltaje aplicado, fem, E(t) (voltios)

Tendremos presentes las siguientes leyes:
* Segunda ley de Kirchhoff: la suma algebraica de los cambios de potencial
en el recorrido de cualquier malla de un circuito es cero.
* Es decir, el voltaje aplicado en un circuito cerrado es igual a la suma de las
caidas de voltaje en el resto del circuito.

* La caida de voltaje a través de la resistencia es: IR.

* La caida de voltaje a través de la inductancia es: L e
t

* La caida de voltaje a través del condensador es: —q .
c

EJEMPLO 1

Un circuito tiene una fem E =100e™" voltios, una resistencia de 10 ohmios
y una capacitancia de 0.02 faradios. Si ¢(0) =0, hallar: a. la carga y la in-
tensidad de la corriente en cualquier instante ¢, y b. carga maxima y el tiempo
necesario para obtener la carga maxima.
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Voltaje proporcionado: R=10

E =100 N

Caida de voltaje en la E C)

resistencia: IR =101

, . AL
Caida en el condensador: —
C=0.02
4_ 9 _504
c 0.02

Figura 5-3.
a. Por la segunda ley de
Kirchhoff:

d
107 +50g =100¢™', como I = ;q entonces,
t

10ﬂ +50g =100e™
dt

d
0 d—q+5q =10e™, con ¢(0)=0
t

cuya solucién es: g=10te™

. . . d .
La intensidad de la corriente es [ = 7q’ es decir,
t

d
I= d—q =10 =50t =10¢™™ (1-5¢)
t

, dgq
b. La carga méxima ocurre cuando: — =0 entonces,

10e™ (1-5¢)=0,7 = 0.2 segundos.

2
\_ Para este tiempo, la carga es: g =2¢~' == =0.735 culombios.
e

— EJEMPLO 2

en t =0, la carga es nula. Re1

Caida en la inductancia:

Caida en la resistencia: IR=F [ /‘—’\N\/\I——

Un circuito consta de una inductancia I = 0.25 henrios, una resistencia R = 1
ohmio, una capacitancia C = 0.2 faradios, una fem E = 10 sen 2¢ voltios y un
interruptor k. Hallar: a. la ecuacién diferencial de la carga en cualquier mo-
mento ¢y b. la carga y la intensidad de la corriente en ¢ si al cerrar el interruptor

1 C=002 =5
LYo 025Y E C) =3
dt dt +
Caida en el condensador: 0000
1=0.25

q q9 _ 5

il

C 02 Figura 5-4.




a. Aplicando la segunda ley de Kirchhoff:

I+0.25§+5q =10sen2t
t

2
Como I = @ , entonces, 0.25d—g+ﬂ+5q =10sen 2t
dt 7 J dt dt
0 L+ 4% 4 204 = 40sen2s,
dt dt

es la ecuacion diferencial que rige a este circuito, con las condiciones
siguientes: en =0, g=0, 1 =0.

b. La solucion g, es:
g, = e (c,cosdt+c,sendt),

La solucion g, es:

q,=—cos2t+2sen2t

Y la soluci6n general es: g =e¢™(c, cos4t +c, sendt)— cos2¢ +2sen 2t

Que para las condiciones iniciales dadas queda:

1
g=e (cos4t - 5sen4t) —cos2t+2sen2t
La intensidad de la corriente es: [ = d—q; entonces,
t

I =e'(-3sen4t—4cos4t)+ 2(sen2t +2cos2t)

— La parte transitoria de g y de I es: ¢, y ¢, y la permanente es: q,y q’p.

EJERCICIOS 5.4

Circuitos eléctricos

1. Un circuito consta de una inductancia de L = 0.5 henrios, una resistencia
R =20 ohmios, un condensador cuya capacidad es C = 0.0025 faradios
y una fem E = 100 voltios. Hallar la carga y la corriente, sabiendo que en
t=0,g=0el=0.
Respuesta: q=0.25 [e*(—cos 20t — sen 207) + 1],

1=10e" sen 20¢

2. Un circuito eléctrico consta de una inductancia de L = 0.2 henrios, una
resistencia R = 4 ohmios, un condensador cuya capacidad es C = 0.01
faradios. Hallar la carga g y la corriente / en el tiempo 7, sient =0, g =
0.5 columbios e I = —1 amperio.

Respuesta: q=¢™"(0.5c0s207+0.2sen201),
I =¢""(~12sen20t — cos20¢)

231
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3. Resolver el problema 1, sabiendo que la fem aplicada es E =50cos10¢
Respuesta: q= %[e’zo’ (~7c0s 20t —9sen20¢) + 7 cos 10 + 4 sen 10z |
Respuesta:

1
I= g[ﬂ" (320sen 207 — 40cos 20¢) — 70sen10z +40cos 10t |

4. Un circuito tiene L = 10 henrios, R = 90 ohmios, C = 0.005 faradios
y un voltaje £ = 500 sen . En # = 0 no hay carga en el circuito, pero si
hay una corriente inicial de 0.5 amperios, hallar la carga del condensador.

> (169e*‘f—119e5')+%(—9cosz+19senz)

Respuesta: g = 2

Flexién de vigas

Consideramos vigas horizontales a aquellas que son uniformes en forma y ma-
terial. El eje de simetria (linea punteada) se llama curva eldstica y su ecuacion
da informacién acerca de la flexién de la viga producida por su propio peso y
por cargas externas.

En mecdnica se demuestra que el momento de flexién de todas las fuerzas
exteriores que actian sobre la viga estd dado por:

_H
R
~
e =
Figura 5-5.

donde E es el médulo de elasticidad de Young que depende del material y del
disefio de la viga, I es el momento de inercia de la seccion transversal de la viga
en x, tomado con respecto a una linea horizontal que pasa por el centro de gra-
vedad de la seccion. El producto EI se llama rigidez a la flexion y es una cons-
tante, r es el radio de curvatura de la curva eléstica con ecuacion:

[1+(y’)2]3/2

r=

Figura 5-6.
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Como Y’ en todos sus puntos es muy pequeia, entonces,

r=—
7”7

y
de ahi que: M = EW”

El momento M en la seccién transversal es la suma algebraica de los mo-
mentos de las fuerzas exteriores. Suponemos que las fuerzas hacia arriba dan
momentos positivos y las fuerzas hacia abajo dan momentos negativos, el eje y
se toma positivo hacia arriba.

El desplazamiento y de la curva elastica desde el eje x se llama flecha de la
viga.

—EJEMPLO 1

Viga simplemente apoyada. Una viga uniforme, de longitud / = 5 m, apo-
yada segin se muestra en la figura 5.7 se flexiona bajo su propio peso, que
es w =2 kg/m. Hallar la ecuacién de la curva eléstica.

7 7

Figura 5-7.
y
L
G [t I—x >
o 0
T - X
wl | wl
2 ! 2
P
wx
w(l —x)
Figura 5-8.

Como la viga estd simplemente apoyada, cada extremo soportard la mitad
[
del peso de la viga: W? =35.

Tomando un punto P a una distancia x del origen, observamos primero las
fuerzas que actdan a la izquierda de P:

¢ Una fuerza hacia arriba W?l

* Una fuerza hacia abajo wx en el centro de OP; entonces, el momento
total de flexién en P es:
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M:ﬂx—wx X :le—zx2
2 2 2 2

M=5x-x’

Para demostrar que el momento flector en P es independiente del segmento
estudiado, vamos a ver qué pasa en PQ. Hay dos fuerzas:

l
¢ Una fuerza hacia arriba W? a una distancia [ — x de P.
/-
* Una fuerza hacia abajo w(l - x) a una distancia Tx de P.

Entonces,

(igual que antes)

Sustituyendo el valor de M en la ecuacién
M =EW”

teniendo en cuenta que y = 0 cuando x = 0 y cuando x = [, tenemos:

Integrando:

l
Ely= W Wy +cx+c,
12 24

l3
Para las condiciones dadas ¢, =0y ¢, = —2—4

Por tanto:

y= ﬁ(—x4 +2I° — l3x)

y, en particular, para este caso:

1 4 3
=——(=x*+10x" =125
— Y 12EI( A x)

— EJEMPLO 2

Viga cantilever. (Apoyada en un extremo y libre en el otro). Una viga uni-
forme de longitud [ =5 m y con w = 2 kg/m tiene libre un extremo. Hallar la
curva eléstica y la flecha del extremo libre.

Para calcular M, es mds sencillo estudiar el segmento a la derecha de P, en
el que actua la fuerza w(l - x):

M=l (55 = 25 (1=x) ==(5-x)



w(l —x)

Figura 5-9.

Sustituyendo en la ecuacién

M =Ely’
tenemos:
—w(l-x)
Ety’ =225
Y 2

con las condiciones siguientes: cuando x =0, y =0, y la pendiente de la recta
tangente y’ = 0.

Integrando:

Ely’z% c—(I=x) +¢

Parax = 0, y = 0, entonces, ¢, =——1I’

O\|§ W | —

Integrando de nuevo:

w 4w
Ely=——(-x) ——DPx+c
W 4
Parax =0, y = 0, entonces, c, =ﬂl

w 4 w w
Ely=——(1-x)' - =Px+—1*
y Ry 24( ) 6 24

w 4 3 2.2
sy=——|—x"+4lx’—6l"x

Y= 20| )
La flecha serd la deformacién méaxima que ocurre cuando x = /,

—ll4
8EI

yméx =

Flexién de vigas
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En particular, para este caso, la curva eldstica es:
1 4 3 2
=——o- (—x"+20x"—150x
Y 12EI ( )
y la flecha:
_ 625

_ yméx_4EI

— EJEMPLO 3

Una viga horizontal de 8 m de longitud estd empotrada en un extremo y
apoyada en el otro. Hallar: a. la ecuacién de la curva elastica si la viga tiene
una carga uniforme de 4 kg/m y soporta un peso de 100 kg en el punto me-
dio y b. el punto en el cual la flecha es mdxima

y
r 3

! I
F [—x ﬁ
I
| I
| —
e L, > —
! 2 N 1 1 I
| | | 3]—){
i
ﬂ—ll—x—v : ! —p!
I 2 | I : | !
I i I
0 ] I i ! : 1 0 ey
| II : : ] C
P, .
PZ
w(l —x) w(l —x)
100 kg
Figura 5-10.

Consideramos dos intervalos 0 < x <1/2 y [/2< x <1, para PQy PO, res-
pectivamente.

a. Las fuerzas que actiian en P,Q son: C hacia arriba (desconocida) en Q
situada a (/—x) m de P; la carga w(l —x) kg en el punto medio de

1 1
P,Q situada a E(I—x) mde P,y 100 kg a (El—x) de P,.

Entonces,

EN’ =C(l—x)- w(l—x)%(l—x)—lO(%l—x)
El” = C(l—x)—%(l—x)z —100(%1—@

Integrando:

1 1
Bl == C(1-2) +%(l—x)3 +5001-2) +¢

Parax =0,y =0,
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1 w 1 1 w 50
ENV =—=C(-x)*+—(1-x)+50(=1 - x)* +=CI* == = —]?
Iy > (l—x) 6( X) (2 X) 5 5 2

Integrando de nuevo:
1 w 50 1 1 w 50
Eh==C(l-x)—-—(U-x)'=—=(=1-x)+| =CP’ == -=1 |x+
b=ect ) 24( RN & (2 6 4 jx “

Como y (0) = 0, entonces,

c,

)

1 w 50 1 1 w 50 w 50 1
Ey=—C(l-x)——({-x)'-—=(=l-x)+|=CI’ ——I-=1 —=(=
=4 (I=x) 24( x) 3(2 x) [2

=P x+—I'"+—(=])’-
6 4 24 372 6

Para los valores dados:

1 1 50 1024 2048 3200
Ev=2c@-x 18- =L @—ry +[ 3001222 _gop |+ 2048, 3200_C 56
6 6 3 3 3 33

Las fuerzas que actian en PQ son C en Q a (l—x) metros de P,, la

carga w(l—x) kg a %(l—x) m de P, . Entonces,

ER’ = C(l—x)—%(l—x)z

,_ C w :
Ely =—5(l—x)2 +g(z—x)* +e

C w 4
Ely:g(l—x)S—a(l—x) +cx+c,

Los valores de ¢, y ¢, deben coincidir con los obtenidos antes; por tanto,

50 50
Ely=S -y = (1) | S 220 | W 0 Cp
6 24 2 4 24 24 6
Para los valores dados:
1 1024 2048 3200
Ely = %(8—)6)3 —g(g—x)4 +(32C_T_8OO)X+T+T_%256

Si tomamos x = [ para y = 0, se obtiene la fuerza C:

o=z(%zz—%l3—@12]#(&”@—9}

4 24 24 6
de donde:
o3, 1B 1713
8 4 4

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores:

y= L(sssx* —2184x> —4x*), 0<x<1/2
— 24E]
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—

EJERCICIOS 5.5

1.

1
y= ﬁ(25600—19200x+2616x2 —45x> —4x*), 1/2<x <1

b. Lay maxima de la flecha se presenta a la derecha del punto medio de la

viga. Tomando y’ = 0:
16x° +135x* —5232x+19200 =0

tiene la raiz real x = 4.45, aproximadamente, e indica la distancia al
origen a la que estd situada la flecha méxima.

Una viga horizontal de 9 m de longitud estd empotrada en ambos extre-
mos. Hallar la ecuacién de su curva eldstica y su mdxima deformaciéon
vertical cuando tiene una carga uniformemente distribuida de 1 kilogra-
mo por metro.

37179
Respuesta: y=——35x" —x* =2187)x, y . =———
puests: y=om OF ~* P Ynin =gy

. Una viga horizontal simplemente apoyada tiene una longitud de 10 m y

un peso despreciable pero sufre una carga concentrada de 40 kg que esta
a una distancia de 2 m del extremo izquierdo (origen). Hallar la ecuacién
de la curva eldstica.

1
——(4x* +400x), 0<x <2
R . EI
espuesta: y=

1
——(—16x* +120x* +400x), 2<x <10
3EI

. Una viga horizontal de 8 m de longitud estd empotrada en un extremo y

libre en el otro. Si la carga uniformemente repartida es w = 4 kg/m, hallar:
a. Laecuacién de su curva eléstica.
b. la flecha maxima.

1 2048
Respuestas: a. y=——(—384x*+32x*—x*) b. y . =—"+
P Y= EI( ) b Yo I,

. Una viga horizontal de 12 m de longitud estd empotrada en ambos extre-

mos. Si tiene una carga uniformemente distribuida de 3 kg/m hallar la
ecuacion de la curya eléstica y la flecha méxima.
162

x
Respuesta: y=—(—144+24x-x%), y . =—
4 y 8EI( ) Yimix I

. Resolver el problema 4 si ademds actda un peso de 20 kg en el punto
medio de la viga.
Respuesta:
1
———(=792x* +112x° =3x*), 0<x <6
. 24EI
L(648x2 +32x° —3x* —8640x +17280), 6 <x <12
24EI
342
yméx =T

EI



Otras aplicaciones

6. Una viga sujeta en un extremo y libre en el otro tiene 6 m de longitud y

varias cargas: una carga uniformemente repartida de 238 y dos cargas
m

de w = 10 kg aplicadas cada una en los puntos que distan 2 y 4 metros del
extremo fijo. Hallar la ecuacion de la curva eldstica y la flecha maxima.

1
——(—x*+64x* —576x%),0<x <2

12EI
1
Respuesta: y=<:——(160—240x —456x° +44x’ —x*),2< x < 4,
12EI
1
——(24x° =216x* —x* —1200x +1440),4 < x <6,
12EI
__8n4
yméx EI

Otras aplicaciones
—EJEMPLO 1

Cable colgante. Un cable de peso despreciable sostiene un puente uniforme.
Determinar la forma del cable.

La ecuacién diferencial de un cable suspendido es:
d’y 1 aw

a’ H dx
donde H es la fuerza horizontal aplicada en el punto mas bajo del cable y W
es la carga vertical total.

En este ejemplo, la carga es uniforme, por lo que dW/dx = k es constante y
la ecuacion es:
y_k

dx> H
con condiciones y’(0) = 0 y y(0) = a (constante que representa la distancia
del punto mas bajo del cable al piso del puente).

Integrando: y
D%y ¢, ' AN 3
dx \
Para y’(0) = 0 tenemos ¢, =0 y: N\ 2l
_ 2 AN .
T T N U=
Para y(0) = a tenemos ¢, = a, asi que: . o OO . h_o_f
K 4 3 2 ~_ |0 _~47 7
y=—=x"+a .
2H =l =~

que es la ecuacién de una familia de pardbolas; por tanto, el cable adopta la
\__ forma de parabola.
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— EJEMPLO 2

Péndulo. El péndulo simple consta de una masa m suspendida de una varilla
de longitud / y masa despreciable. Suponiendo que el movimiento se realiza
en un plano vertical, determinar el dngulo de desplazamiento 0 y el periodo
de vibracion.

- —

Figura 5-11.

El arco s de un circulo de radio / que se abre un dngulo 0, cumple la igualdad:

s=10
y la aceleracién angular es:
d’s . d’0
a= —2 = —2
dt dt

Por la segunda ley de Newton, tenemos:

2
F=ma=mld—?
dt

lo que da una fuerza tangencial que puede igualarse con la otra fuerza que
representa la componente tangencial del peso w. Entonces,

2

ml—-=—mgsen0
dr’ &
Es decir,
2
0
—+ gsen 6=0
dt l

Para valores pequeios del dngulo se puede considerar que

0=sen0
Entonces,

2
49,840

ar 1



cuya solucién es:

0= clsen\/%t+c2 cos\/%t
T=2—Tr=2q'r\/z
.
l

Con Mathematica se puede determinar la soluciéon de ambas versiones del
problema del péndulo, aproximaciones lineales y no lineales, para valores de g

El periodo es:

—

y [ tales que §= L en una posicién inicial 6,=0 y una velocidad inicial 8’(0)=2
2

con/—+g0=0.
a

eqn=x'[t]+Sin[x[t]]==

Sin[x[t]]+x'[t]==
solnl=NDSolve[{eqn,x[0]==0,x'[0]==2},x[t],{t,0,10}]
{{x[t]—> InterpolatingFunction[{{0.,10.}},<>][t]}}
plotl=Plot[x[t]/.solnl.{t,0,10},

PlotRange — All,

DisplayFunction — Identity];
eq=DSolve[{x''[t]+x[t]==0,x[0]==a,x'[0]==Db},x[t],t]
{{x[t]—>aCos[t]+bSin[t]}}

pen[t,, |=eql[1,1,2]]
aCos[t]+bSin[t]
approxl=Plot[pen[t,0,2],{t,0,10}.
DisplayFunction — Identity];
PlotStyle — GrayLevel[.3],
Show[plotl,approxl,
DisplayFunction — SDisplayFunction]

Otras aplicaciones
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— EJEMPLO 3

Un cilindro circular recto de 2 m de radio esta verticalmente sumergido en
agua cuya densidad es 1000 kg/m’. Si se empuja hacia abajo y se suelta
tiene un periodo de vibracién de un segundo. Hallar el peso del cilindro.

Sea positiva la direccién hacia abajo, y sea y m el movimiento del cilindro
en el tiempo ¢. Segun el principio de Arquimedes, todo cuerpo sumergido,
total o parcialmente, en un fluido experimenta un empuje hacia arriba igual

al peso del fluido desalojado. Entonces, la variacién que corresponde a la
fuerza de flotacion es:

100072%y

Figura 5-12.

Por lo tanto,
W dy

e =—-40001y
g dt

(ley del movimiento vibratorio), donde W es el peso del cilindroy g = 9.8
m/segz; es decir,

d*y 39200
Ty ™Y
39200

AN+

m=0 N=%£{392007/Wi
y=¢,¢c08+/39200 /Wt + c,sen/39200 w/ Wt

Vemos que el periodo es:

2 2JmWw
J39200mW /39200
Es decir,
1::2J;5V
39200
de donde
w=3200_3119 kg

— 4ar



EJERCICIOS 5.6

1. Una cuerda cuelga de dos extremos fijos. Determinar la forma de la
cuerda si su densidad es constante.

H w i
Respuesta: Y= ;COShEX es una catenaria.

2. Un péndulo de 1/5 m de longitud se suelta con una velocidad de 1/2 ra-
didn/seg, desde un extremo situado a 1/10 radianes respecto de la verti-
cal hacia dicha vertical. Hallar la ecuacién de movimiento.

1 1
- 0=—cos7t+—sen7t
Respuesta: 10 14

3. Una cadena colocada sobre un clavo grueso pende 1 m de un ladoy 2 m
del otro. Si la cadena est resbalando, hallar el tiempo que tarda en caerse
si el rozamiento es despreciable.

1 /2
Respuesta: y=5(cosh ?gt—lj

= /21 In(3++/8) =0.69 segundos
8

4. Resolver el problema 3 si el rozamiento es igual al peso de 0.5 m de
cadena.

/ 3
Respuesta: t= P In(5+26) =0.897
8

5. Una caja cibica de 2 m de lado flota en agua. La caja sube y baja con un
periodo de 1/2 seg. Si la densidad del agua es 1000 kg/m’, hallar el peso
de la caja.

Respuesta: W = 496.4 kg

Karl Friedrich Gauss

Nifio prodigio, Gauss naci6 en Brunswick, Alemania. A los tres afios corrigié un error
de suma en las cuentas de su padre y a los 10 afios resolvid instantineamente un pro-
blema que su maestro planteé a la clase para tener un momento de tranquilidad. Se
trataba de sumar todos los nimeros del 1 al 100, y el muchacho lo resolvié encontrando

(m+1)

mentalmente la férmula y sustituyendo en ella. Su genio lleg6 a ser famoso

y el duque de Brunswick decidié ayudarlo econdmicamente. Asi fue como Gauss ob-
tuvo su doctorado en Helmstéddt, habiendo hecho la mayor parte de sus estudios en
Gottingen.

Alos 19 afos Gauss vacilaba entre dedicarse a la lingiiistica o a la matemadtica. Su
descubrimiento de cdmo construir un poligono de 17 lados con puras herramientas
euclidianas, lo decidi6 a favor de esta tltima. Es menester recordar aqui que el problema
llevaba 2000 afos sin haberse resuelto. Este hallazgo corresponde, por otra parte, al
primero de 146 resultados encontrados en su diario personal después de su muerte.

En su tesis doctoral, Gauss dio por primera vez una demostracion rigurosa del
teorema fundamental del dlgebra. Su genio fue tan variado como riguroso y se dedic6 en

Karl Friedrich Gauss

243

Karl Friedrich Gauss
(1777-1855)
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un principio a la teoria de los nimeros, que desarrollé enormemente, demostrando, entre
otras cosas, el teorema fundamental de la aritmética. Se interesé también en la astro-
nomia donde, gracias a su método de los minimos cuadrados y su gran facilidad de
cémputo, predijo con éxito la posicidn de Ceres. En geometria creé el primer modelo no
euclidiano, y en electromagnetismo demostré su célebre teorema. En ecuaciones dife-
renciales, Gauss dio su nombre a la hipergeométrica que abarca como casos particulares
otras famosas ecuaciones.

Es curioso el hecho de su repugnancia por la ensefianza, considerando que los bue-
nos alumnos no requieren de un maestro y que los malos no tienen por qué estudiar,
Gauss marc6 el principio de una época gloriosa para la matemadtica de su pais con la
aparicién de una pléyade de genios, discipulos suyos o influenciados por su trabajo. En
cambio, durante su juventud, se encontraba en Alemania como un gigante en un desier-
to y eso se comprueba con la pregunta que alguna vez harian a Laplace: “;Quién es el
mayor matematico alemdn?”, a lo que contest6: “Pfaff...” “Pero, ;y Gauss?” “jAh,
Gauss es el mejor matemético del mundo!”

Voy y vengo

por mi biblioteca,

donde mis libros son ya luz, como los otros,

igual que por mi sueiio adolescente;

Y quien viene es quien quise —quien sofné—

entonces que viniera —la mujer, el hombre.

El mediodia pone solitario

el alrededor, donde

hablo, sonriente, con los que me ignoran, porque tengo,
en circulo distante, lo infinito.

JUAN RAMON JIMENEZ (Fragmento: La obra)

He aqui un teorema de Gauss: la ecuacion x" — 1 = 0 se puede resolver mediante raices
cuadradas o, de modo equivalente, el poligono regular de n vértices se puede construir
con regla y compds, cuando n sea un niimero primo de la forma siguiente: n =2%+ 1, k
=1,2,3, ...

Y otro mds: toda ecuacién de grado n tiene al menos una raiz en los nimeros com-
plejos.

Modelos de exposicidn sencilla y clara, aunque la demostracion rigurosa sea bas-
tante densa.

PREGUNTA:

(Quién inventd el telégrafo eléctrico?

Propiedades metafisicas del numero 5

Representa el fuego viviente, de accion circular. Pitdgoras lo llama var6én y hembra,
alianza esencial, lo insuperable, lo inconquistable, lo que es justo por esencia y no
admite disputa. Representa el deseo de la mano de obra y la purificacién en el pensa-
miento. Promete intuicién para penetrar las causas primeras y las razones dltimas, im-
pulso para buscar y encontrar.
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Numeracién griega, aproximadamente 400 a. C.

A B’ T N E F z H 0’ r
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

K, A» M» N, E’ O, IIs Q, P’

20 30 40 50 60 70 80 90 100

Z’ Ts ‘Y’ (I)s X? LIJ’ Qs 'H\ A

200 300 400 500 600 700 800 900 1 ,bOO

Ejemplo: 282 = o3 (también usaron las letras minusculas).
Cinco por ocho cuarenta, més siete, igual a 49.
( Verdadero o falso?

SOLUCION: 5 x 8.40 + 7 = 49.

La matematica y la longevidad

“Grandes” del pante6n matematico: Leibniz vivié hasta los 70 afios, Euler hasta los 76,
Lagrange hasta los 78 y también Gauss; Platon, que 1lam6 a la matematica muleta de la
filosofia, medicina del alma y, segtin se dice, no permitié que pasara algin dia de su vida
sin descubrir un teorema, vivié hasta los 82 afios; Newton hasta los 85; Arquimedes,
probablemente el que mas se acerca en genio a Newton, vivié hasta los 75, pero pudo
haber vivido hasta los 100 de no haber sido degollado, mientras resolvia un problema,
por un soldado impaciente e irritable; Pitdgoras abri6 una escuela a los cincuenta y
tantos, se casé con una joven a los sesenta y tantos y siguid trabajando con igual energia
hasta el final, cuando tenia 99 afios (segtin otra fuente: 86 afios).

Se pueden citar también: De Morgan (70), Cantor (73), Peano(74), Galileo (78),
Legendre y Hilbert (81), Weierstrass (82), Dedekind y Borel (85), Hadamard (98), entre
otros.

La matematica no pudo remediar las naturalezas débiles y enfermizas de Abel (mu-
ri6 a los 27 afios, victima de la tuberculosis), Riemann (a los 40, de la misma enferme-
dad); ni tampoco los azares de la vida, como el caso de Galois, quien fallecié a los 21
en un duelo.

(Podriamos encontrar alguna explicacién al hecho de que la mayoria de los “gran-
des” pasara de los 70 afios? ;Hay en el mundo un estudio que lleve todas las facultades
de la mente a un ejercicio tan armonioso y completo?
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HORIZONTALES

1.

E il

eRIAAWM

10.

Viga sujeta en un extremo y el otro en voladizo.

Colera, furia. Divinidad griega que representa a la Luna.
(Al réves). Dirigirse. Templos orientales.

Extremo inferior de la antena. Hidrocarburo gaseoso natu-
ral, saturado aciclico, que se desprende de los pozos de
petréleo.

Utilizo. Nombre de constante. O. u, de lo contrario (en inglés).
Vocal. Carruaje antiguo. Consonante.

Hermanos del padre o de la madre. Conjuncién. Vocales.
Aparato para producir oscilaciones

Labiérnago, arbusto oledceo. Simbolo del oxigeno. Ilustre
familia de artistas alemanes de los siglos XVII y XVIIL
Simbolo del rodio. Cuerpo que oscila suspendido de un
punto.

Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo orden

VERTICALES
1. Conjuntos de conductores que recorre una corriente eléc-
trica.
2. Cantos, melodias, solos. Rio de Alemania que desagua en
el Danubio.
3. Simbolo del sodio. Barroco, recargado.
4. Consonante. Simbolo del fésforo. De esta manera. En mu-
sica, abreviatura de piano.
5. Nombre propio de mujer. Alabé.
6. Abogadillo. Picapleitos (femenino). Simbolo del nitrégeno.
7. Mazorcas de maiz verde. Donad.
8. Cada uno de los libros sagrados primitivos de la India.
Simbolo del argén. (Al revés) utilizo.
9. Pequefio de tamaifio, chico. Lago salado de Rusia.
10. Muelle, fuerza elastica de una cosa. Simbolo del molibdeno.
6 7 8 9 10

p—

O 0 9 A B~ W

—
=




Resolucion de ecuaciones
diferenciales mediante
series

Guillermo Bessel
(1784-1846)

Pruebas de convergencia de series

Desarrollo de una funcioén en series
Operaciones con series de potencias
Puntos notables

Método para resolver ecuaciones diferenciales, alrededor

de puntos ordinarios, usando series de potencias

Solucion de ecuaciones diferenciales alrededor de puntos

singulares
Meétodo de Frobenius. Ecuacion indicial

Ecuacion de Bessel
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Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

Introduccion

(Se puede demostrar que:

I 1 1 11
l-—+———+—-——+..=In2?
2 3 4 5 6
Escribiendo de nuevo la expresion del lado izquierdo en su forma de serie de
potencias (mds general), tenemos:

3
x2 X x4 x5 x6

X— T
2 3 4 5 6

la cual es una serie convergente en: —1<x <1
Derivandola término a término:
l—x+x"=x+x'=x"+...

resulta una serie geométrica, con razén r = —x, que también converge y tiene el
mismo radio de convergencia (como se vio en cdlculo). Entonces, esta serie

. 1
tiene como suma: ——.
1+x

Integrando este resultado para obtener la suma de la serie que fue derivada:

X

1 x
—dt=In(1+1¢) =In(1+x).
[d=m(eo=n(i+y
Concluimos:
2 3 4
= I+ en —1<x<1
2 3 4
Hagamos x = 1:
LI S S
2 3 4

Como acabamos de comprobar, este capitulo nos da una herramienta poderosa
para encontrar resultados notables y para resolver aquellas ecuaciones diferen-
ciales que se dificultan por los medios anteriores o que tengan coeficientes va-
riables. Primero se hard un repaso del tema sobre series que se vio en célculo.

Definicion 6.1
Una serie de términos positivos es la suma de los términos de una suce-
sion:

Ya,=a+a,+..+a,+..

n=1



Pruebas de convergencia de series

En el curso de célculo se demostraron los siguientes teoremas llamados:

Pruebas de convergencia de series

a.

Teorema de divergencia.

Si lima, #0— Y a, diverge.
n—o0 n=1

rueba de la serie geométrica.
Prueba de 1 t
ar” u 1 étrica, r zon.
Sea "' una serie geométrica, donde r es la razén
n=1

Si |r
Si |r]<1— la serie converge,

>1— la serie diverge.

a
y converge a su suma —.
-r

Prueba de la integral. =

Sia, = f(n), donde f(x) es continua, decreciente y positiva — si .[ f(x)dx
had 1

converge, — Zan converge.

n=1

Si I f(x)dx diverge — Zan diverge.
1 n=1

. Series p (serie de Dirichlet).

1
De la forma: z-p
n=ln

. - 1
Si p>1-> Z—p converge.
n:ln

Si p<1— laserie p diverge.

Criterio de comparacion:

1. Si ZCH converge y a, <c,, para toda n, —>Zan converge.

n=1 n=1

2. Si Zdn diverge y a, =d,, paratodan, %Zan diverge.

n=1 n=1

Criterio de comparacion por limite.

Sean Zan y an dos series de términos positivos.

.. a . .
1. Si im—*=c¢>0 — ambas series convergen o divergen.

n—oo

n—eo

2. Si lfm%z 0 ysi an converge,
1

n=

- Zan converge.

n=1

249
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3. Si h’m%:ﬂo y si an diverge,
n—oo el

- Zan diverge.

n=1
g. Criterio de la razon o cociente.

Sea — Zan una serie

n=1

an+]

an

y lim =L

n—o0

— Si L < 1 la serie converge,
L > 1 la serie diverge,

L =1 no hay informacién acerca de la convergencia o divergencia.

Definicion 6.2
Una serie alternante es de la forma:

i‘(—l)n+1 a,=a,—a,+..+ (—1)"+1 a,+...
n=1

Pruebas de convergencia de las series alternantes
a. Para que una serie alternante sea convergente deben cumplirse:

1. lima,=0y,

n—oo

2.

b. Prueba de la razon, la cual da convergencia absoluta.

<

a,.,|<la,| para toda n.

Clases de convergencia

=

Si 2(_1)n+1 a, converge

n=1

y z|an| también converge,

n=1

n+l
(=1)"" a, es absolutamente convergente.

Ngk

%

(—1)“1 a, converge

@
Nk

n=

M

y |an | diverge

n=1

n+l ..
(-=1)""a, es condicionalmente convergente.

NgE

%

=
Il



Pruebas de convergencia de series

Definicién 6.3
Una serie de potencias es de la forma:

icn (x—a)"
n=1

(alrededor de x = a, segin Taylor),

o bien, ZCnx"

n=1

(alrededor de a = 0, segin Maclaurin).

Convergencia de las series de potencias

Teorema 1

Sea chx” una serie de potencias
n=0

— exactamente se cumple una de las tres:
1. La serie converge solamente cuando x =0
2. La serie es absolutamente convergente para toda x € R (reales).

3. Existe un nimero R > 0 tal que la serie es absolutamente convergente para
todos los valores de x tales que |x| <R y diverge |x| > R.

R es el radio de convergencia de la serie.

Definicion 6.4
El intervalo de convergencia absoluta es el intervalo abierto que contie-
ne los valores de x para los cuales la serie de potencias converge.

El conjunto de convergencia absoluta es la totalidad de los valores de x
para los cuales la serie de potencias converge; es decir, consta del inter-
valo abierto mas los extremos del mismo, en caso de que también la serie
converja en ellos.

El radio de convergencia es la mitad de la longitud del intervalo abierto
de convergencia absoluta.

FORMA DE ENCONTRAR LA CONVERGENCIA
DE SERIES DE POTENCIAS

Prueba de razon:

n+l
Cn+1x

lim|———|=L

n—oo Cnxn

Se toma L < 1 para encontrar los valores de x, en los cuales la serie converge.

2b1
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FORMAS DE DETERMINAR EL RADIO DE CONVERGENCIA

1
1. R=
fim |
.|
2. R=1lim|—2
n—eo| ™
n+l

— EJEMPLO 1

Hallar el intervalo de convergencia absoluta de la serie:
oo 2
“(x=1)"
2 2
Sean ¢, =" (x-1)"y ¢, =" (1
(n + 1)2 n+l1
. 2n+1 (x_l) . 2” (n+1)2
— lim > :|x—l|11m —
n—oo i(x B l)n n—e
2}1
2
=N 2Ly 202
n—yoco n 2 n—e  2pn
1 3 1
=—|x=1|liml=—|x-1|=L
2 noe D
Como la condicién de convergenciaes L < 1
1
—>5|x—l|<l, |x—1|<2,
2<x-1<2>-1<x<3
\_ .. el intervalo de convergencia absoluta es (-1, 3).

— EJEMPLO 2

Hallar el intervalo de convergencia absoluta de:

oo

2(n+1)!x"

n=1
(n+ 2)!x”+1

y
S ()

n—o0

=|x

lim(n+2)=|x|eo

n—
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Como la condicién de convergencia es: |x|c>o <1
1
- |x| < —,|x| <0 jAbsurdo!
(e ]

Esto significa que esta serie solamente converge en x = 0, ya que cuando
x=0-|x|lim(n+2)=0
n—eo

y cuando x #0— |x|11’m(n+2)= oo

\_ .. la serie converge en x =0

— EJEMPLO 3

Hallar el intervalo de convergencia absoluta de:

n=1T1
xn+1
h,m( 1)n-v-l . | xn+1nn |
n—oo ﬁ n—soo _x”(n+1)"+1
n"

=|x|lim EEELU— x|lim n Iim —1
| | n | |
== (n+1)" (n+1) nm>e\n+1) moen+1

Tomando el h’m(

n—00

n Y : . . . .
| para ver si no da e y evitar asf la forma indetermi-
n+

nada e - 0, vemos que:

e

n 1
Iim n )-lfm :|x|e_10
e\ n+1) mep+l

Haciendo |x| 0<1l— |x| < oo

\__y el intervalo de convergencia absoluta es (—oo, o).



2b4

Capitulo 6

Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

— EJEMPLO 4

Hallar el conjunto de convergencia de la serie:

& n ;
-2
,Z:fn3+l(x )
1
_2n+l n+
. (x-2) (n+l)3+1 . (n3+1)\/n+1
lim =|x = 2|lim :
nme (x_2)n \/; nﬁml:(l’l'i'l)“i‘l:l\/;
n’+1
3
—r—2flim——" Ly [P
nmepn” +3n"+3n+2 =\ n
I+— 1
=|y— n <1 —
= =2l ——3 - lim, 1+
I+=+5+=
n o n
=|x=2[ (D).
.'.|x—2|<1, -1<x-2<1, 1<x<3,

intervalo de convergencia absoluta: (1, 3).

Parax=1
=, o
- D (-1
n:l( ) n’+1
1

Ii =Ilim Iim 0
n—oo n3 +1 n—yoo 31’12 n—yoo 6 /2

n+1 \/;

(n3+1)\/m y [(n+1)3+1]\/;
[(n+ 1) + 1](:13 +1) [(n+ 1) + 1](;13 +1)

— converge absolutamente en x = 1

porque

Parax=3
> Vn N
— ) ———, compardndola con: ) —= ) —:
Z{”ﬁﬁ-l P EHS nzzl,n%

. 5
Serie p= 5 >1— converge.
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\n \n — N
C —_—> -
omo n3 n3 +1 2 3

converge.

n=1

. el conjunto de convergencia es [1,3].

— EJEMPLO 5

Hallar el radio de convergencia de la serie:

ﬁ n+2 L_l
3 3 1
lim|— = |x|lfme"*" "

n—oco n—o0

noon+l
e'x

_ 1
xflime "7 = [+](1

—lx[<1l,-1<x<1

Intervalo de convergencia absoluta: (-1, 1)

Parax=1

n=1

Como 10— Ze% diverge.

n=1

Para x =-1
1
- n+ i A =1
(el e
n=1 . diverge. Conjunto de convergencia: (—1,1)

1-(-1) 2
Radio de convergencia: R = (2 ) = ) =1..R=1.

1

n

O bien, R = lim|-=

n—oo|
n+l
e

1 1

n n+l

e

1
=lime"""" =1 R=1.

n—oo

=1lim

n—sco
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— EJEMPLO 6

Hallar el intervalo, el conjunto y el radio de convergencia de la serie:

(X_S)n-H
(n+1)3""| n3'(x=5)" |
ol (xms) | (e )3 (=)
n3n

1 n 1
=~ |x = 5[lim —— =~ |x—5|(1),
S b= Sflim——= 2 =5(1)

—9lh—ﬂ<L
3

x-5/<3,-3<x-5<3,

2<x<8.
... el intervalo de convergencia absoluta es (2, 8).

Parax=28

5 - == 2

n
n=1 n3 n=1

Primera prueba de alternantes: lim—=10
n—eo p

1

n

n+1

Segunda prueba de alternantes: <

en x = § la serie converge condicionalmente.

Parax=2

I T I E ()

n3"

n=1

oo

= 2(—1)2" A zl, divergente.
n=1 n

n n=1
... el conjunto de convergencia es (2, 8)

Radio R:E:Q:S. ~R=3
_ 2 2




— EJEMPLO 7

Pruebas de convergencia de series

_ noe (n+1) _noe n+l — -1
%|x—1|e‘l<1, |x—1|<e, —e<x-l<e
y —e+l<x<e+l.
e+tl—(—e+1) 2e
R - —_—_—_—tlhb oot — O —— 5
2 2
- nle”
Para x=e+1— Z—n, diverge.
n=1
Comparando con 2— divergente, tenemos:
n=1
n!e" ! 1 n i n—1
>— nle">n
n" n
Lo comprobaremos por induccioén:
parak =1 vemos 1le' >1°,e>1.
Sea kle* >k (1)
k P
= (k+1)1e"" > (k+1)", ¢serd cierto? (2)

El término por el cual multiplicamos (1) para obtener (2) en el primer miem-

broes (k+1)e; ;por qué cantidad debemos multiplicar k"' para que resulte

(k+1)"2

k"‘l(x)=(k+1)k,x=M=[1+l)kk

kk*]
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1Y 1Y
Para que (k+1)e > (1+;) k, vemos si (1+EJ es creciente, pues de ser

asf hard una convergencia a e.

1 k+1 1 k
Una sucesion es creciente si (1 + —) > (1 + —j para toda k.
k+1 k

Vamos a verificarlo. Comparemos:

k+1 k
(1+_1 ] ?(Hl)
k+1 k

(k+2)k(k+2) (k+1)k
— | — ? — | , pero
k+1) \k+1 k

k+2  k+1 k(k+2)  (k+1)°
—— < ——; porque <

k+1  k k(k+1)  k(k+1)
Entonces,

k(k+2)(k+2) ) (k+1)°

k(k+1)\ k+1
k(k+2) ) (k+1)’
k(k+1)’ k(k+1)’
Comparando los numeradores:
k(k+2) > (k+1) k> +4k> + 4k > k> +3k* + 3k +1,

Entonces, 4k* +4k >3k>+3k+1, para toda k.
. [k+2j"+1 >(k+1)k
T k+1 k

1 k
—>h’m(1+—] =e.
k

n—>00

Podemos establecer:
1 k
(k+1)e>ek>(l+%j k
y por transitividad

1 k
(k+1)e>(1+z) k para toda k

- nle" )
y Z—n es divergente.
n=1 N

\_ .. el conjunto de convergencia es (—e+1,e+1).



EJERCICIOS 6.1

Pruebas de convergencia de series

Encontrar el intervalo, el conjunto y el radio de convergencia de las siguien-

tes series de potencias.

on+2
o x?’l
2o
gfnz +1
oo n
3 —nx"
n=1 2
oo 2n
X
4. p

|
0. Yx
n=1 9
o 2
11. L
n=1 n!
(x=3)"

12.if

P )

14. —

Conjunto de convergencia

(-L1)

[-3-1]
Sélo converge en x =0

Sélo converge en x =0

Radio

1

W | N
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5. Y2 (-11)

n=1 n
16 i 1 Absolutamente convergente
T Sy para todax # 0
17 i Jn x<00x>2
& (x-1)" (—o0,0) U (2,)
= !
18. il Diverge en todos los reales
xn+l
n=1
=5 (x—4) 17 23
19. Y—L [—,—)
‘= n3 55
o | _ n
20. ZM Sélo converge en x = 3
n

2. Y (-1,1)
n T2y (.0

U Y (~11]
w SorI (LY
26, 3(1) (-4 (35)
7 S sy g
28. g(x;j)n [-3,-1)
2. Ssen-(x-3) [2.4]

30. 3223y (3—5,3+5)
n=1 3 3

n

* No estd definido el radio de convergencia para intervalos de este tipo.

W | W

S



Pruebas de convergencia de series

En los siguientes ejercicios, elegir la opcién que contiene el conjunto de con-
vergencia absoluta y el radio de convergencia.

31.

32.

33.

34.

35.

— 3 ! n
— | (x=2
3(s) e
. . 111
a. Conjunto de convergencia absoluta {5,?)

b. Radio de convergencia R=1

c. Conjunto: (1,2) y R:é
33 3

d. Conjunto: (1,2} y R=1
33

= )
+3

,Z::(nﬂ)!(x )

a. Conjunto: (-3,3) y R=3

b. Conjunto: (—oo,00) y R=oo

c. Conjunto: [—3,3 y R=3

d. Conjunto: s6lo x =-3

ni}(nﬂ)!(x—l)"

7”
a. Intervalo: [—1,1]
b. Intervalo: [—1,1)
c. Radio: R=1

d. Sélo converge en x =1

) l’l2

;(x— )

a. Intervalo: (3,5),R=1

b. Conjunto: (—00,3)U(5,°<>)

c. Conjunto: [3,5]

d. Sélo convergeen x =4

n=1

a. Intervalo: (3 — 1,3 + l)
e e

S

n!(x—?a)"

b. Intervalo: (—3,3),R= 3
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262 Capitulo 6 Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

c. Intervalo: [—3,3],R = 1
e

d. Conjunto: [-3,3)

% 3

o n33n

a. Conjunto: (—o0,—6)U(0,)
b. Conjunto: (-6,0],R=1

c. Conjunto: [—6,0],R=3

d. Conjunto: (—o0,—6]U[0,0)

3. 30

o n—=5

a. Conjunto: (-1,1],R=1
b. Conjunto: [-1,1),R=1
c¢. Conjunto: (-1,1),R=1
d. Conjunto: [-1,1],R=1

Respuestas:

31. ¢. 32.b. 33.d 34.b. 35 a. 36. c. 37.a.

Desarrollo de una funcion en series

(Como podemos aplicar estos conceptos a la resolucién de ecuaciones diferen-
ciales? y ;por qué las hemos repasado?

Hasta ahora, el estudio de las ecuaciones diferenciales se ha limitado a las
que tenian coeficientes constantes y variables en las de Cauchy-Euler, pero
(,como resolver las ecuaciones de la forma:

)Y +g(x)y +h(x)y=r(x)?

Donde f, g, h y r son funciones polinomiales, racionales o trascendentes. Des-
pués de algunas definiciones necesarias, se expondra el método de solucién de
tales ecuaciones mediante series de potencias. Son muchas las funciones
que pueden desarrollarse en series de potencias, para lo cual se emplea la férmu-
la de Taylor:

donde f" (a) significa la n-ésima derivada de la funcién evaluadaenx=ay a es
el valor alrededor del cual se desarrolla la serie. Si a = 0, entonces la serie se
Ilama de Maclaurin.



Desarrollo de una funcién en series

—EJEMPLO 1

Encontrar la serie de potencias de la funcidn:

y=Incos x paraa=0
—y=Incos x y(0)=Incos0=0
’=—Zr:;=—tanx Y(0)=—-tan0=0
y” =—sec’ x y7(0) = —sec* 0 =—1
y” =-2 sec’ x tan x y”7(0)=0
y"'=-2sec’ x —4 sec’ x tan’ x yV(0)==2

y'=-16sec’ xtan x —8 sec’ x tan’ x, y" (0) =0
y""=—16 sec® x —64 sec* x tan” x —16 sec’ x tan* x —24 sec’ x tan’ x
VI .
v (0) =-16, etcétera.

0x" Oox' x* 0x* 2x* 0x° 16x°
—Incos x=—+——-"—F+———+——
0! 2t 3! 4! 5! 6!

Algunas series pueden expresarse comodamente por su n-ésimo término.

— EJEMPLO 2

Hallar la serie de potencias correspondiente a:
1
y=— paraa=1
X
1 0!
y=—=— y(a) =1
X X
, 1 1! ,
y:—Fz—F y(1)=—1'
” 2 2' ”
V==== y' =2
X x
7 6 3! ”nr
X X
24 4|
yWe===—= (1) =4!
X X
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264 Capitulo 6 Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

YW= y'(1)=-5!, etcétera.

Sy=1-x-D+x-1D)> ==’ +x=-D" =(x=1)"+...

=i(—1)” (x=1)", en 0<x<2.
— n=1

— EJEMPLO 3

Hallar la serie de potencias de la funcidn:

m
2
y=C0s Xx paraazz

(2

Y =—2cosx senx y’(%):—Z(ﬂj(ﬁj:—l

2 2
1 1
y” =-2cos’ x +2sen’x y”(ﬂ =2/ —-|+2|=|=0
4 2 2
2 2
y” =+4cosxsenx+4senxcosx  y” Tl=s £ £ =4
4 2 2
=8 cosx senx
I 1
y" =8cos* x —8sen’x yw(ﬂj=8——8—20
4 2 2
y" =—16cos x senx — 16.cos x sen x = —32cos X sen x

5

etcétera.




EJERCICIOS 6.2

Desarrollo de una funcién en series

Representar las siguientes funciones, por medio de series de potencias, en el
punto x = a indicado.

1.

y=e,a=0

. y=e,a=1

3. y=e¢",a=0
1

4. y= ,a=0
1—x

5. y=senhx,a=0

10.

11.

12.

13.

14.

. y=coshx,a=0

y=senx,a=0

o
y=senx,a=—
2

. y=cosx,a=0

Yy=COSX,a="
y=a",a=0
Seay=1Inx, donde x > 1
paraa=1

y=In(1+x),a=0

y=tanx,a=0

e’ = 3 x—n
n=0 l’l!
o zie(x—l)n
n=0 n'
n
e’ = (—1)"x—
n=0 n'
L S
1_x n=0

o 2n
cosh = a
n,0(2n)'
o ; x2n+1
= -1
et ,,:O( ) (2n+1)!
2n+1
0
. o L3)
=) (-1)
sen x n:o( ) (2n)!
oo ; x2n
cosx:nzo(—l) (20)
I _ 2n
cosx= Y (-1)" (x=m)
n=0 (27’!)'
=3 (xlna)
n=0 n'

=Y (1" (x=1)

n=0 n

In(1+x) = i(—l)"+1£
n

n=0

X 02X 17X
tanx=x+—+—+
3 15 315
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

y=tanh™ x,a=0

y:tan’lx,a:O

y=e'senx,a=0
y=xe',a=0
y=e cosx,a=0
y=xzex,a=0
y=senlnx,a=1
y=m,a=0
yzi/;,azl

Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

3 5
esenx=x+x"+—+"—+...
30

) n+1

X
w =3

n=0 n!

3 4 5
X

n XX
e'cosx=1+x————- —
3 6 30

2 8 16 108 256

%/;:1+%(x—1)—é(x—1)2+%(x—1)3

0
243

22 5
I (=i~
(v=1)' + (1)

2n+l1

1+x — X
In =)
1—x FZOZn+1

B (x—9) (.X—9)2 (x—9)3
V=3 6 (8)3 @ (16)3
_5(x—9)4 7(x—9)5_

(384)3° * (256)3°

En los siguientes ejercicios, elegir la opcién que contiene la serie de la fun-
ci6én dada:

28.

e —1

X

y= ,a=0



29.

30.

31.

o (x_l)n-H o
b. d.

; n! ;(ﬂ+1)’
y=~NXxX,a=

x=1 &, e 1°3°5-..+(2n-3)

a. 1+T+Z(—1)

n
o n!'2

x=1 (x=1)° 3(x-1)" 15(x-1)"

b. — +
2 2122 3123 4124

x-1 (x=17° 3(x-1 15(x-1)"
2 2
& 103050+ (2n-3)

d. 1+XT_1+2(—1)

n
n=2 2

(x—1)"

(x—1)"

Desarrollo de una funcién en series
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32. y=sen’x,a :g

= 4
2 S(X—z)
17
d ( J b2
Respuestas:

28. ¢. 29.a. 30.d 31.c 32 b

Definicion 6.5
Funcion analitica en un punto. La funcion f(x) es analitica en x, si se
puede desarrollar una serie de potencias de x — x,

w £(n) —_+ Y
_>f(x):zf ('xo)('x XO)

n!

Teorema 2. Analiticidad

1. Si f(x) y g(x) son analiticas en x,
= f()+8(x), f(x)g(x) y f(x)/g(x), g(x) # 0

Son analiticas en x,

2. Si f(x) es analitica en x, y f “'(x) es la funcién inversa, continua, con
f(x)#0

— f7!(x) es analitica en x,
3. Si g(x) es analitica en x,, y f(x) es analitica en g(x,)

— flg(x)] es analitica en x,



Operaciones con series de potencias

—EJEMPLO 1

a. Las funciones e”, cos x y sen x son analiticas en todos los reales.

Observemos:

X
| n+l
li (I’l+ — i n.x =|Xf L
n—oo L n—oo (n+1)' n n—)wn+1
n!

0, como la condicién de convergencia es |x[0 <1

:|x
— —co< x<oo con R=o0

y la funcién e* converge en todos los reales

.. la funcioén es analiticaen x € R

=1
b. La serie Zte4x"+1

n=1

\— Es analitica en toda x € (—1,1)

Operaciones con series de potencias

SUMA
Dos series de potencias pueden sumarse término a término.

Sean ian(x—xo)n =f(x)y ib,,(x—xo)n =g(x)

n=0 n=0

con radio de convergencia R >0

= f)+80) = (e, +4,)(x )
Para toda |x - x0| <R
PRODUCTO

Dos series de potencias pueden multiplicarse término a término (cada término
de la primera por cada término de la segunda).

Sean ian(x—xo)n =f(x)y ibn(x—xo)n =g(x)

n=0 n=0
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270 Capitulo 6 Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

- f(x)gx)= i(aobn +ab,_ +..+ab, )(x - X, )"
n=0

para toda |x - x0| <R.

DERIVACION
Una serie de potencias puede derivarse término a término.

Sea y(x)= ian (x - X, )"

n=0
una serie convergente para |x - x0| <R,donde R>0

, - n-1
- y(x)= Znan (x—xo)
n=1
también converge y tiene el mismo radio de convergencia que y(x)

INTEGRACION
Una serie de potencias puede integrarse término a término.

Sea y(x)= ian (x - X, )"

n=0
una serie convergente para |x - x0| <R, donde R>0

oo

x an n+1
- _O[y(t)dt —2n+l(x—x0)

n=0

y tiene a R como radio de convergencia.

Las demostraciones pueden encontrarse en los libros de cédlculo diferencial
e integral.

EJERCICIOS 6.3

Determinar si las funciones siguientes son desarrollables en series de poten-
cias de x en el punto indicado.

1
1. y=—enx=0
X

Respuesta: no.

2. y= 1 enx=1
x
Respuesta: 1 > (-1)(x=1)",0<x<2.
X n=0

1
3. y=— enx=0
X

Respuesta: no.



10.

11.

12.

13.

Operaciones con series de potencias

1
y=— enx=-1
X
Respuesta 2n+1 )(x+1)",—2<x<0.
n=0

y:x4+2x -x’+x—6enx=0
Respuesta: si, es el mismo polinomio.
1, 1,
y==—x+—x"—x+7 enx=-1
3 2
2 3
(x+1) (x+1)
+
2 3

Respuesta: y= 4_69 —(x+1)-

y:\/)_c enx=-—1

Respuesta: no.

) : - X
¢Serd convergente la serie que resulta de restar Y, ——,[~1,1) de la

+1
serie zx—,[ 1,1)?
n=1 1

Respuesta: diverge.

n=1

(Es posible encontrar dos series de términos positivos cuya suma sea
convergente y cuya diferencia diverja?

Respuesta: z y 2——

nl n=1

2_

Se dan dos series de términos positivos divergentes 2 —
nn n= 2n

determinar la convergencia de su suma.
Respuesta: diverge.

(Cudl es la serie de potencias de la funcién x*e ~? Una vez obtenida,
derivarla término a término para demostrar que:

oo

(-2 2=

|
n=1 n.
) n+2

Respuesta: x’¢™* = (-1)' x_'
n=0 n

Encontrar cos 10° con una aproximacién de cuatro cifras decimales.
Respuesta: 0.9847

Calcular el valor de la integral mediante series de potencias, aproximan-
do a cuatro cifras decimales.

1 ex -1

[ f@dx, donde fx)=1"x 7 0

© 1 ,x=0

Respuesta: 1.3179
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14. Lo mismo que en el ejercicio 13, para:

15.

16.

17.

Respuesta: 0.49397.

Elegir la opcién que contiene el valor de J.

Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

dx
1+x

4

o

1

% dx .
, CON una aproxima-

3

0

ci6én de cuatro cifras decimales, usando series de potencias.

. 1 &,
Sugeren(:la: usar = ZX

l_x _n:()
- x3n+l
a. 0.24903 =
§3n+1
o 3n+1
n X
b. 0.24903= ) (-1
Z’O( ) 3n+1
= 3n+1
c. 0.25098 =
3n+1
oo 3n+1
n X
d. 0.25098 = -1
§< ) 3n+1

Je
cion de cuatro cifras decimales.
I 1 1 1 1 1

Elegir la opcién que da el valor de

usando series con una aproxima-

a. e?=l+—+—+—+—+——+
2 8 48 384 3840
2 2 6 24
¢ eh=t—s4 1yl
2 2 6 24
= 1 1 1 1 1
d. 6%21——+———+——_+

2 8 48 384 3840

=ix",—1<x<l

n=0

Sabiendo que

serie que corresponde a la funcién
convergencia.
Sugerencia: usar derivacion.

a. annfl,—l <x<l1

1

=
I

NgE

(n+1)(n+2)x",0 <x<2

1

=
1l

NgE

(n+1)x",—2<x <0

=
Il
(=1

b
(1-x)

hallar la opcién que contiene la

= y encontrar su intervalo de
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d. %in(n—l)x"z,—l <x<l1

n=2

Respuestas:

15. b. 16. d. 17. d.

Puntos notables

Definicion 6.6

Punto ordinario de una ecuacién diferencial de la forma: y” + f(x)y” +
g(x)y = 0, es aquel punto x, en el cual ambas funciones f(x) y g(x) son
analiticas; es decir, pueden representarse en series de potencias de (x — x,)
con radio de convergencia R > 0.

—EJEMPLO 1

Encontrar los puntos ordinarios de:
x(x2 —1)y”+xy’+(x+ 2)y=0

Primero estableceremos cudles son exactamente las funciones f(x) y g(x),

dividiendo la ecuacién entre x(x2 - 1) :

= 1 , x+2 ~0
Y x*—1 x(xz—l)y
1 x+2
donde f(x)=——1y g(x)=—F—5—7=,
x =1 x(x —1)

f(x) no es analitica en x = £1
g(x) no es analiticaen x =0, x ==%1

.. los puntos ordinarios de la ecuacion diferencial dada son todas las x € K,
__exceptox=0yx==1.

EJEMPLO 2

.Serd x = 0 un punto ordinario de la ecuacién xy” + x>y’ +(senx)y=0?

2
X

f(x)=—=x analitica en todos los R,
X

273



274

Capitulo 6

Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

senx 1 X X X
gx)= =—|x——+———+..

X X 3151 7!
X x X
315 T

también es analitica en todos los R,

\__ -~ los puntos ordinarios de esta ecuacién son los reales.

Definicién 6.7
Punto singular de la ecuacion diferencial:

Y+ f(x)y +gx)y=0

es aquel punto x,, en el cual al menos una de las funciones f(x) y g(x) no
tiene representacion en serie de potencias de x — x,,.

Se observa, por lo tanto, que un punto singular es un punto no ordi-
nario.

— EJEMPLO 1

El punto x, = 0 es un punto singular de la ecuacién diferencial:
¥y’ +x(Inx)y =0,

porque la funcién In x no tiene una serie de potencias que la represente en
\— cero.

— EJEMPLO 2

Hallar los puntos singulares de:

xz(x—l)y”+x3(x2—1)y’+xy:0

_xs(x2—1)
f(x)—m

= x(x—1) es analitica para toda x,

(x)= X B 1
& _xz(x—l)_x(x—l)

no es analiticaen Oy 1,

\__ .~ los puntos singulares sonx=0y x=1.

Vemos que los coeficientes polinomiales dardn puntos ordinarios en donde las
funciones estén definidas y puntos singulares en donde no lo estén.



—EJEMPLO 3

Dada xy” +(cosx)y =0, ;tendrd algin punto singular?

CcoS X L.
no es analitica en x = 0.

gx)=

Por lo tanto, x = 0 es un punto singular y todos los puntos x # 0 son ordina-
\_rios.

— EJEMPLO 4

La ecuacién de Cauchy-Euler: ax’y” +bxy’+cy=0 donde a, b, ¢ son cons-
. . b c
tantes, tiene un punto singular en x =0 ya que f(x)=—y g(x)=—5 no
ax ax
estan definidas en x = 0. Todos los demds puntos (reales o complejos) son
\__ puntos ordinarios.

EJEMPLO 5

2.7

La ecuacién de Bessel: xy +xy’+(x2 - vz)y =0 tiene un punto singular
enx=0.

EJEMPLO 6

La ecuacién de Legendre: (1 -x° ) v’ =2xy"+n(n+1)y=0 tiene dos puntos
singulares: x = £1.

Definicion 6.8
Punto singular regular. Dada la ecuacion:

Y+ f(x)y +gx)y=0,

el punto x = x, es singular regular si las funciones (x—xo) f) vy

2 270
(x — xo) g(x) son analiticas en x = x,,.

NOTA: Basta que lo sean en una vecindad de x,. Se trabajan como un limite.

Si estas nuevas funciones no tienen representacion en series de potencias, en-
tonces, x = x, se llama punto singular irregular.

Puntos notables
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— EJEMPLO 1

Los puntos singulares de: x* (x>~ 9) y” + (x+3) ¥ + (x = 3)’ y=0, son x =3,
x =0y x=3;deellos, sélo x =0 es singular irregular los otros dos son sin-
gulares regulares.

. 1 (x-3)
S = =—— =7
Para x =-3
+3 x=3)"(x+3
(+ ) =, (3= B2 )

x’(x-3) X

ya son analiticas en x = -3

Similarmente para x = 3

Sin embargo, en x = 0 no son analiticas:
B 1 , B (x - 3)2

_ = xz(x—3)’ 8= x(x+3)

— EJEMPLO 2

(x—l)zy”+y'+y=0

1 1
Sean f(x)= 8(X)=—
(x=1) (x—1)°
El punto x = 1 es singular irregular, porque:
1
(=10 =—y (x=1) g =1

aunque g(x) si es analitica en x = 1, como f(x) no lo es, la ecuacién no es

\__desarrollable en potencias de x — 1.

—EJEMPLO 3
x4(2x2 +9x—5)y”+xy: 0

//+ 1 _O
Y x3(2x2+9x—5)y
f(x)=0
1 1
g(x)=—7— =
X (2x +9x—5) x3(x_;)(x+5)
1 .
x=5 y x =-5 son puntos singulares regulares

\_x =0 es un punto singular irregular.



EJERCICIOS 6.4

Puntos notables

Encontrar los puntos ordinarios, singulares regulares o singulares irregula-

res de las siguientes ecuaciones:

1. " +(x-1)y'+x’y=0
2. X (x—1)y"+x7=0

3. (x+1)"y"+x/+x*y=0
4. X’y +e'y+y=0

5. xy”+xy’+(senx)y= 0

6. X’y +x’y +(senx)y=0

7. (¥ =3x+2)y"—x(x—1)"y +x’y=0
8. (x=3)'y"+y=0

9. X'y’ +(x%")y' =0

10. xy”+(x%")y=0

11. xy”+(tanx)y +x’y=0

12. x*y"+ (ese”)y' =0

13. x*y"+ (‘[alnh’1 x)y' +x’y=0

Respuestas:

x = 0 singular regular
x # 0 ordinarios
x =0, x =1 singular regular
x# 0, x # 1 ordinarios
x =—1 singular irregular
x #—1 ordinarios
x = 0 singular irregular
x # 0 ordinarios
—oo < x < oo ordinarios
x = 0 singular regular
x # 0 ordinarios
x =1, x =2 singular regular
x # 1, x # 2 ordinarios
x = 3 singular irregular
x # 3 ordinarios
x = 0 singular regular
x # 0 ordinarios
—oo < x < oo ordinarios
x| <= ordinarios

2
x = 0 singular irregular
x # 0 ordinarios
x = 0 singular regular

-1<x<0y0O<x<1
ordinarios
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14. xy"+ (tanh’l x)y' +x°y=0 |x| <1 ordinarios

En los siguientes ejercicios elegir la opcién que contenga la descripcién com-
pleta de puntos notables de cada ecuacién diferencial.

15. " +e"y +xy=0
a. x =0 ordinario, asi como el resto de los reales.
b. x =0 irregular, x # 0 ordinarios.
¢. x =0 ordinario y x > 0 ordinarios.
d. x =0 singular regular x # 0 ordinarios.
16. x(x2 —1)y”+(x+1)y’—y: 0

a. Por ser coeficientes algebraicos, todos los reales son puntos ordina-
rios.

b. x=-1,x=0, x =1 singular regular.
x#—1,x#0, x # 1 ordinarios.
c. x =0 singular regular; x =—1, x = 1 singular irregular,
x#z-1,x#0, x # 1 ordinarios.
d. x=1, x=1 singular regular, x # —1, x # 1 ordinarios.
17. x(x—l)2 Y +y +xy=0
a. x =0 singular regular, x = 1 singular irregular
x#0, x # 1 ordinarios.
b. x =0 singular irregular, x = 1 singular regular
x# 0, x # 1 ordinarios.
c. Todos los reales son puntos ordinarios.
d. x =1 singular regular, x # 1 ordinarios.
18. x"+ (ex cosx)y’ +xy=0
a. x =0 singular irregular, x = 1 singular regular
x#0, x # 1 ordinarios.
b. Todos los reales son ordinarios.
c. x =0 singular regular, x # 0 ordinarios.

d. x =0 singular irregular, x # 0 ordinarios.
19. xy”— (exsenx)y' =0

a. x =0 singular regular, x # 0 ordinarios.
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b. x =0 singular irregular, x # 0 ordinarios.

c. x =0 singular irregular, x = £1 regulares.
x # 0, x # £1 ordinarios.
d. —oo < x < oo son ordinarios.
20. xy”+x*y — (tan"1 x)y =0
|x| <1 son ordinarios.

a
b. x =0 singular regular, x # 0 ordinarios.

o

x = 0 singular irregular, x # 0 ordinarios.

d. —oo < x < oo son ordinarios.

Respuestas:

4 6
15. d. Eldesarrollo de e® =1+ x>+ %+ %+ ...; su dominio es el conjun-

x? 3
e X .
to de los reales. Entonces, — = —+ x+—+... no esta definida en
X X
x = 0; por tanto, x es un punto singular (se descartan a y ¢). Como

XZ

xe

xf(x)= — x =0 es singular regular.
X
16. b. Laopcioén a olvida despejar y para ver si quedan definidas las funcio-
nes f (x) y g(x). La opcion ¢ no aplica bien el hecho de que (x — x,)
f(x)y (x — x,) g(x) queden analiticas en x = x,. La opcién d estd in-
completa y supone x = 0 como punto ordinario.

17. a. La opcién b cambia la condicion de irregularidad. Para la opcién ¢
ver el ejercicio, 16 opcién a. La opcién d estd incompleta y ademas
contiene el error de la opcidn b.

e'cosx 1 x X

18. ¢. Como “% -~ 41X 2 4 1o estd definida en x = 0 y si
X X 3 6

para los reales diferentes de cero, y al aplicar x f (x) se convierte en
e” cos x para —oo < x < oo; de ahi que x = 0 es singular regular y los
demads puntos son ordinarios.
x 2 4 5
e'senx 2x° x° X ) .
=1l+x+—————+... estd definida en to-
X 3 30 90

19. d. En este caso

dos los reales.
20. a. Teniendo en cuenta que el dominio de la funcién tanh™ xes -1 <x< 1,

. . 3 7
que su desarrollo en series es tanh™ x = x + 3 + 5 +—+... enton-
tanh™' x x xt X ) .,
ces, ——=1+ 3 1 v 1 - +... queda definida también para el
X

dominio referido, puesto que x = 0 es un punto ordinario.
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Método para resolver ecuaciones
diferenciales, alrededor de puntos
ordinarios, usando series de potencias

Si una ecuacién diferencial es analitica en un punto x,, entonces su solucion
también lo es en x,, y como dicha solucién serd una funcién desarrollable
en series de potencias, podemos suponer que, en forma general, tendrd la forma
siguiente:

oo

y:ch(x—xO)"

n=0

donde ¢, cambia para cada funcidn especifica.

Teorema 3

Sea y” + f(x)y"+ g(x)y = 0 una ecuaci6n diferencial con un punto ordinario en
X =x,y sean a, b constantes arbitrarias. Existird una funcién Unica y(x) analitica
en x, que es una solucion de la ecuacion dada en los alrededores de x, y satisfa-
ce las condiciones iniciales y(x,) = a 'y y'(x,) = b. Si el dominio de 'y g es

|x = x,| <R con R > 0, entonces, y(x)= icn (x—x,)" también es vilida en el
n=0

mismo intervalo. El método de solucidn se explicard mediante un ejemplo sim-
plificado para x, = 0 y para una ecuacién de primer orden.

— EJEMPLO 1

Encontrar la solucién de la siguiente ecuacion diferencial, usando series de
potencias.

y'=y=0

Sea y= zcixi la solucién general
i=0

., . i
Derivandola: y’ = 2 ic;x'
i=1

Sustituyendo en la ecuacidén, tenemos:

oo

- . i1 i
21cl.x —ZCix‘ =0
i=1

i=0

Para poder sumar las series, los exponentes de x deben ser iguales; para ello
hacemos el cambio de variable correspondiente en cada serie.




Método para resolver ecuaciones diferenciales, alrededor de puntos

En la primera serie tomamos: i—1=k —>i=k+1

es decir, i(k +1)c,, x"*

k=0

Esto es posible porque desarrollando:

i=1
y desarrollando también:
Z(k +1)c,, " =c, +2c,0+3c,x7 +...
k=0

vemos que se trata de la misma serie.

Para la segunda serie tomamos i = k y la ecuacién queda:

i(k"' 1)ck+1xk —ickxk =0, es decir:
k=0 k=0
ixk [(k+ 1)ck+1 _Ck] =0

k=0

Como x* #0 por ser la solucién propuesta,

para cada uno de los términos de la serie solucién. Asi:

Para k=0—>¢, = %

=c

0+1 °
k=1—>c2=ﬁ %
2
k=2-c=2=20
6

k=3¢, =2=20
4 24

etcétera.

2 3 4
%y:ZCnx":c0+clx+c2x +eox o, xt +
n=0

¢ ¢ ¢
=c, +cx+—2x° +€°x3 +ﬁx4 +...

Z‘icix"’1 =c, +2c,x+3c,x" +de,x + ...

S(k+1)e,, —c, =0y c,., :c—kl, k=0,1,2,3, ...

es la férmula de recurrencia, de la que se obtiene cada una de las constantes
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__ .. y=ce.
Si resolvemos por variables separables:

&

d
= y,—yzdx,lny=x+c,
dx y

obtenemos el mismo resultado, con lo que se verifica el obtenido anteriormente.

— EJEMPLO 2

En ocasiones, el cambio de variable en los exponentes de las sumas no con-
serva iguales los indices de las mismas; en este caso se extraen los términos
que sobran en las sumas de menor indice para poder sumar términos seme-
jantes.

Asi: dada y” —xy=0

sea la solucién: y= Y c.x' =c¢,+cx+c,x° +o,x° +e,xt +...
i=0

_)y’:zl'cixH =c¢ +2c,x+... y"=zi(i—1)czxﬂ
i=2

i=1

Sustituyendo en la ecuacion dada:
z X' —ch,.xi =0
i=2 i=0
. +1
Z Z cx =

k=i-2 k=i+1

i k+2)(k+1)c,,,x i
k=0 k=1

Extrayendo el primer término de la primera suma, es decir, cuando k = 0:

2c2+2 (k+2)(k+1)c,,,x" ch x=




Meétodo para resolver ecuaciones diferenciales, alrededor de puntos...

ya se pueden sumar las series, quedando:
2¢, +2x [(k+2)(k+1)c,., — ¢, |=0x" +0x+0x" +...
—2¢,=0x" —¢,=0

y como x* ;tO—)(k+2)(k+1)ck+2 -¢,=0

Cra1

Cop=7—"——, k=1,2,3,...
Y T ) (k)

es la formula de recurrencia, entonces,
k=1,c, S k:5,c7—c4: G

6 42 504
k=2,c,=<L k=6,c,=-3=0

12 56
k=3,c=<2=0 k=T, =So = S

20 72 12960
k=4,c6:C—3: % k=8,c, = G

30 180 90 45360

— 2 3
Como y=c,+cx+c,x" +c,x +...

—y=c,+cx+0x’ +€x L Ox 2y Ly

12 180 504

8 S 9 G 10

+0x" + x + X
12960 45360

1 1 1
Sy= co(1+—x3 +—x"+—x’ +)

6 180 12960

( 1 1 7 1 10
tolx+t—xt+—x"+—x"+...
12 504 45360

— EJEMPLO 3

Si la ecuacioén diferencial no es homogénea, la férmula de recurrencia queda
restringida a los valores para los que los coeficientes se hacen cero.

Asi, si la ecuacion es:

Y —y=3x"—x+4
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Suponemos y= Zcixi como solucién
i=0

oo

%2 (l—l) —Zcx =3x"—x+4+0x° +0x* +..
i=2 i=0

i-2=k i=k

i k+2)(k+1)c, ,x" chx =3x —x+4+20x
k=0

4+
para k=0—2c,—¢c,=4—>c, = 2C°,

porque los coeficientes del lado izquierdo de la igualdad deben ser iguales a
los correspondientes coeficientes del lado derecho.

-1 -1
Para k:1—>6c3—c1:—1—>c3=C‘ _a-1
6 3!
1 1
Para k=2—>12¢,—c,=3—>¢, = 0+C0: 0+¢
24 4!
¢,y =——k _ parak=3,4,5
y k+2 (k+2)(k+1)P 9 Ty Jy eee
-1 -1
k=3,c=2=0_-0"_
20 120 5!
k:4’c6=c_4=10+00:10+c0
30 720 6!
kZS,C7:c—5:C1_l—C]_1
42 5040 7!
1 1
k=6,c,= S _ 0+C0= 0+C°,etcétera.

56 6!7-8 8!

Sustituyendo los coeficientes en la serie solucion:

_ 2 3 4
y=cptoxte,x"+ox e xt +

4+c ¢, —1 10+¢ ¢, —1 10+¢
O 2+ — x4+ O xt 4+ x4+ 0 X6

YEG XTI 41 51 6!
C1_1x7+10+cox8+
7! 8!
Agrupando
2 4 6 8 3 5 7
y—co(l+ +—+—+ +..J+cl[x+ +—+ +]
04 68! 3150 7
s 3 4 xS 6 7 8




Meétodo para resolver ecuaciones diferenciales, alrededor de puntos...

2 4 6 8
x x
y=cocoshx+clsenhx+10(1+—+—+—+—+...]

20 41 6! 8!
3 5 7 2
—[x+x—+x—+x—+...j+x—10(1+x—)+2x2
3t 507 2!

o x*
Se sumaron y restaron los términos 10| 1+ 1 y x para completar dos se-

ries mas,

— y=c,coshx +c, senhx +10coshx —senhx + x —10 — 5x° + 2x

_ . y=(c, +10)coshx +(c, —1)senhx — 3x” + x —10.

EJERCICIOS 6.5

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales usando series de potencias.

1. xy'=y+1
Respuesta: y=—1+c,x
2. (x=1)y'+(2x+1)y=0
Respuesta: y:c0(1+x+2x2+§x3 +%x4 +Z—51x5 +j
3. <x2+x)y'+(2x+1)y:0
Respuesta: y=c, (x+x2)
4. xy'—y=0
Respuesta: y=cx
5. x(x3—1)y'—(4x3—1)y=0
Respuesta: y=c, (x—x4)
6. x(x2 +1)y' = y(?:x2 +1)
Respuesta: y=c, (x+x3)
7. (x=1)y'=y=0
Respuesta: y=c,(1-x)
8. y+y=0
- o

Respuesta: y=c, Y (-1) —=ce
n=0 n

—X

9. (1+x)y =1
Respuesta: y:c0+1n(1+x) 0 y=¢, +2(_1)
n=1

n
n+l X

n
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10. y"—xy'—y=0

x xtx° x X
Respuesta: y=c,| 1+—+—+—+... |[+¢ x+?+E+...

2 8 48
11. (1-x)y”"+y=0

12. y+2x’y=0
6 168

13. y”(l +x2)y =0
Respuesta: y=c,

4. Y +x°y —xy=0

3 xﬁ x9
Respuesta: y=c,| | +———+ — [Fox
PHESHE Y =5 P76 790 " 1296 J 1

15. y"+xy' +x°y=2x"

x4 x6 xg
Respuesta: y=c,| 1 ——+—+ +...
PUEstt Y 0[ 12790 3360 )

x3 )CS )C7
folx—=—-—+—+..
6 40 144

)C4 )CG XS
H ——=- +...
[6 45 1680 j

16. y”—(xz—l)y'+y:O

2 .3 5 6
x- x> Tx> 19x° «x

Respuesta: y=c,| | ——+———+ -z
P Y 60[ 2 6 120 720 420

7

e ——

te x> xt 33X x_6+x_7
! 2 8 40 120 80

17. y"—2xy=x"

x3 x6 x9
Respuesta: y=c,| 1+ —+—+ +...
R ( 345 1620 ]

X4 X7 )C4 x7
fo | x+—+—+.. |+ =+—+
6 126 12 252

X4 x8 xS 9
Respuesta: y=c, [1 m—te= ...j+cl [x === ]

)
)
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18. y"—ye* =0

x2 3
Sugerencia: tomar ye* como (co o tox’ + )(1 +x+ T + 3 + ] y usar
el producto de los primeros términos.

o xt X 13
Respuesta: y=c, 1+?+—+—+—+ +...

6 12 24 720

3 4 5 6
X X X X
+o| X+
( 6 12 30 72 ]

19. y”/+x2y/ — O

xS X9 x13
Respuesta: y=c,+c/| x——+ = 1F coc
60 6048 1153152

5 X6 xlO 14
o -+ -
60 7200 1572480

20. y'+x’y=x"+x+1

Respuesta: y=c +c x_x_5+ X" -
- Y=G( Tt 672 )TN T 20 T 1aa0

x’ x X x8 x'°

+
2 6 12 60 252 672 5400

11
X

+ +
27720
21 Y —xy =x"-2x

6 40 336

x xt X XX A8
B e
( 312 20 90 168 840 j

x"‘ 5 x7
Respuesta: y=c,+c/| x+—+—+—+...

22, xy"+x*y =x>+4x
x3 )CS X7 x9
Respuesta: y=c,+c¢c/| x——+——-——+——..
6 40 336 3456
4 6 8
P
4 30 280
23. y”_xy/:e—x
x

x3 5 7
Respuesta: Cote| x+—+—+—+...
Y Yoo 1[ 6 40 336 ]

X X X 13 X
-+ —+..
2 6 8 30 720 240
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24. y'+xy'+(2x-1)y=0

25.

26.

27.

28.

2 X xr xX 19x° 99X
Respuesta: y=c, 1+ —————— Z 4 + +
2 3 24 60 720 2520

X4 x6 X7
to|x— =+ =+ —+...
6 60 126

yl//_w=‘x
xt o 5xt 2%’ 12x°
Respuesta: y=c,| 1+ —+—+... |[+¢ | x+—+ +...
4! 8! S! 9!
6x°  42x" xt 5x® 45x"
+o| X+ —+ Fon |+ ==+ +..
6! 10! 4! 8! 12!
Y +4xy=0
4x°  4%%° 4x* 42 ’
Respuesta: y=c,| 1-—+ - |t | x—
23 2356 34 3467
A O J
0 y=cy| 1-=x+—x"— ... [+¢| x—=x" +—x =
3 45 3
Encontrar la opcién que contiene la solucién de la siguiente ecuacion.

(Nota: En este caso hay mds de una respuesta correcta.)
y”—y:O
x* 2t x° X X
a. y=cy|l+ —+——+—+.. |+ | x+—+—+—+..
! ! 31 5 M
b. y=c,e' +ce”

x3 xS x4 xé
€. y=Coto| xt—F+ . [t | X —+ ..
31 5! 12 360

d. y=c,coshx+csenhx
Una sola opcién contiene la solucién de: y” —2x’y = 0. ;Cudl es?

xt XA
a. y=c | 1+x’+—+—+ .
6 90 2520

x3 5 .X7 x‘)
to|l xt+—+—+—+
3 30 630 22680

2 xt o xf X x’
b. y=c¢)|l1-x"+———+.. |+¢| x——+———+...
90 3 30 630

RN X
c. y=¢y|l+—+—+.. |t | x+—+—+..
6 168 10 360

xt X ¥ X
d. y=c¢)|l-——+——... [+ | x——+——...
6 168 10 36
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29. Hallar la opcién que contiene la férmula de recurrencia de: y" —2xy =0

a.qﬂziff,k=L1a4pn
b. @Hzi%%,k:OJ,Z3““
c.gﬂ=i?;,k=QL25V”
d.qﬂ=?ﬁ,k:LZ&4“”

30. Hallar la opcién que contiene la férmula de recurrencia de:
(x=1)y"+y =0

a ¢ :M k=0.1.2

° k+2 (k+2) ’ D L9 &H ooo
(1+k+K)c,.,

b. ¢, ,=——"——, k=0,1,2, ...
(k+2)(k+1)
k+1

c. %”=£—;%;1,k=1,23p”
(1+k+K)c,.,

d ¢ ,=———2—" k=1,2,3, ...

(k+2)

31. Elegir la opcién que contiene la solucién de: y” — xy =2

X x x’
a. y=c¢,| 1+ —+——+ 1 cooe
6 180 12960

xt X , X x®
R | =t — e || = +...
12 504 20 1120
xoxt ox® X X XX
b. y=co(1+—+—+—+—+...]+cl[x+—+—+—+—+...]
21 41 6! 8! 3t 51 71 9l
x4 X6 X8
H o+ —+ +...
12360 20160
x3 x6 x9 x4 x7
c. y=¢)|1-——+—- +.o e x——+—+...
6 180 12960 12 504

P x’
+l X T ——+...
20

289
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Respuestas:

2 4 3 5

27. a. b. d. Puesto que coshx=1+%+%+... y senhx =x+—+2+...

28.

29.

30.

31.

31 5!

y como coshx:%(e"+e‘x) y senhx:%(ex+e')‘)

y=ce +ce”

La opcidn ¢ no estd correcta porque supone que la férmula de recu-
rrencia se aplica para k =1, 2, 3, ..., sin tomar en cuenta el cero, y
aparecen tres constantes arbitrarias en una ecuacién diferencial de
segundo orden.

La opcién a contiene el error de no haber multiplicado x> por y. Las
opciones b y d suponen que la y estuvo multiplicada por +2 y por
+2x°, respectivamente.

La opcién a supone que la ecuacién es y” + 2xy = 0. La opcién b no
contempla una operacién con series con el mismo indice inicial. La
opcion ¢ contiene los errores de las opciones a y b.

La opcién a contiene un error de simplificacién. La opcién b tiene
un error en el cambio de indices. La opcién d contiene los errores de
ayb.

La opcién b considera, por error, que la férmula de recurrencia es

=———, k=1,2,3, ... siendo en realidad

c,.,=———— k=1,2,3, ... Laopcion ¢ supone que la ecua-
w2 = r2)(k+1) P poned

cion es y” +xy = 2. La opcidn d contiene los errores de b y c.

Solucion de ecuaciones diferenciales
alrededor de puntos singulares

A veces no se pueden encontrar soluciones en series de una ecuacién diferencial
como las expuestas anteriormente. Entonces, puede suponerse una solucién del

tipo:

y=x" 2 ¢, x", donde r es una constante.

m=0

Esta serie es una generalizacién de y= Zme”’, puesto que cuando r = 0 se
convierte en ella. m=0



Meétodo de Frobenius. Ecuacién indicial

Teorema 4

Sea y”+ f(x)y"+ g(x)y =0 una ecuacidn diferencial con un punto singular re-
gular en x = x,, entonces, siempre existe al menos una solucién de la forma:

oo

= x xo 2 x—xo)mzz%(x—xo)mw (1

m=0 m=0
que converge en 0 < |x - x0| <R

Esta serie recibe el nombre de serie de Frobenius. Especificando:
Six = x, es un punto ordinario — r =0y (1) es la solucién general.

Si x = x, es un punto singular regular — (1) dara una solucion o la solucién
0
general.

Six = x, es un punto singular irregular — pueden o no existir soluciones de
la forma (1).

Meétodo de Frobenius.
Ecuacion indicial

Para resolver una ecuacién diferencial por el método de Frobenius, suponemos
una serie para x = x, de la forma:

— 7 m __ m+r
y=x 2 me = 2 me
m=0 m=0

Derivando:

i m+r m+r—l
=0
i (m+r)(m+r—1)c,x"*"

Sustituyendo en la ecuacion, e igualando coeficientes, obtenemos una ecuacién
llamada ecuacion indicial que provee dos valores para r. Se va a deducir dicha
ecuacion a partir de la forma general de una ecuacién diferencial con puntos
singulares:

b
CNLC N
donde a (x) y b (x) son funciones analiticas en x = 0.

Multiplicando la ecuacién por x’:

x*y” +a(x)xy’ +b(x)y=0

291



292 Capitulo 6 Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

Sean:

a(x)=a,+ax+a,x’ +..= Zamxm

m=0

b(x)=by+bx+bx" +..= Y b,x"
m=0

Sustituyendo y y sus derivadas tenemos:

x* z (m + r)(m +r— l)cmx"“”’2 + 2 a,x" (x)z (m + r)cmxm+r—]

m=0 m=0 m=0

+Z b, x" Z c, X" =0
m=0 m=0
2 (m + r)(m +r— l)cmx"’“ + 2 a,x" Z (m + r)cmx’"“

m=0 m=0 m=0
+2 b,x" 2 c, X" =0
m=0 m=0
Para m = 0, e igualando coeficientes:
r(r=1)c,x" +ayre,x” +byx'c, =0
coXx” I:r(r—l)+aor+b0:|= 0
El método considera siempre ¢, # 0; entonces,
P’ +(a0 —l)r+b0 =0

es la ecuacion indicial con raices r, y r,.

— EJEMPLO 1

Aplicando el método de Frobenius hallar la ecuacién de indices de la ecua-
cién: 2xy” — y’ + 2y = 0, que tiene un punto singular regular en x, =0

Despejando y”:
1 1
I/__ /+_ :O
Y 2xy xy
|
Entonces, xf(x):—z y x“g(x)=ux.

El desarrollo en series de xf(x) tiene un Unico elemento que es precisa-

1 S
mente a, = _E , y el desarrollo de x°g(x)=x también tiene un elemento

cuyo coeficiente es b,, esto quiere decir que b, = 0.
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1
r2+(———1jr+0:0
2

r(r—§)=0—> =
2

r, =

O N W

También podemos encontrar la ecuacién de indices de esta forma:

Sea: y= 2 c, x"""

m=0

=

yl — Z (m + r)cmxm+r—l

m=0

oo

v = 2 (m + r)(m +r— l)cmxm”’2

m=0

Sustituyendo en la ecuacién dada:

oo

22 (m+r)(m+r-1)c,x""" _Z (m+r)e,x""!
m=0

m=0

Se toman las sumas en donde la x tiene menor exponente y m = 0:
2[r(r - 1):|c0 -rc, =0
y ¢ [r(2r - 3)] =0 es la ecuacion de indices.

Aqui Frobenius pone siempre una condicién: ¢, # 0, entonces,
r(2r-3)=0—-

En todos los casos se le asigna a r, la raiz mayor, y por el teorema anterior
queda asegurada al menos una solucién de la forma:

y oo

— 2 m

V=X 2 c,X
m=0

Nada mas queda determinar el valor de los coeficientes c,, por el método del
\_ inciso anterior.
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Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

En los casos en que r, y r,, raices de la ecuacién indicial, son reales (donde
siempre consideramos r, > r,) a veces puede obtenerse una segunda serie solu-
cién que junto con la primera serie formard la solucién general de la ecuacién
diferencial. Estudiaremos tres casos:

CASO 1. r, — r, # nimero entero.

-y =x" z:cmxm,c0 #0

m=0

¥, =x" Y b,x" b, #0.

m=0

CASO 2.1, =r,=7r

-y =xr2cmx’”,c0 #0

m=0

Y, =Y lnx+x'2bmxm.

m=0
CASO 3. r, — r, = entero positivo

-y =x" Zme'",cO #0

m=0

v, =ky, Inx+x" 2 b, x",b, #0, donde k puede ser cero.

m=0

Por supuesto, y, y y, son linealmente independientes y la solucién general
es, en todos los casos: y=c,y, +¢,y,.

Raices que no difieren en un niumero entero

— EJEMPLO 2

Encontrar la solucién general de la ecuacion del ejemplo precedente:

2xy" =y +2y=0

e 3
La ecuacion indicial dio: # = > r,=0,

3
—>r1—r2:5¢entero

. —x% c x" =x") b x"
"yl - m y y2_ m
m=0 m=0
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Partiendo de la sustitucién que se hizo de y y sus derivadas en la ecuacion:

oo

22 (m+r)(m+r—1)c,x""" _2 (m+r)e,x"""

=0 “
+2i ¢, x""" =0 y multiplicando por x:
=0
2 (m+r)(m+r—1)e, 5" =3 (m+r)e,x""
- m=k = m=k
+2i ¢ X" =0
2i(k +r)(k+r—1)cx"" _i(k Fr)ext + 22%@“’ o
= k=0 k=1

Tomando un término de las dos primeras sumas para igualar los indices:

2[r(r— l)co]—rco =0

ecuacion indicial

[N (Zr2 - 3r> =0 como: ¢, #0

3
entonces, r(2r—3)= 0—>r =5,r2 =0

oo

23 (ke )k r=)ex™ =3 (ke +25 e it =0

k=1 k=1 k=1

La ecuacioén de recurrencia, para k=1, 2, 3, ... es:

—2¢,
Ck = 5
(k+r)(2k+2r—3)
3
para 1, =
¢, = _2?*' :k—22kck]3 L k=1,2,3, ...
(k+j2k (2k+3)
2
-2
Para k=1 ¢ = %o
5
-2 2
k=2 ¢, = 4 =—¢,
14 35
2c, -4
k=3 c = © =—c¢,
27 945
-2
k=4 c, = 5= c,, etcétera.

44 10395
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. 2 3
Siy=cy+tox+ce,x” +cx +...

=Y, =y ——CX F X ——— X+ ———cpxt — ...
NTOTSOTTRST To5 0" T 10395
2 2 4
=c 1——x+—x2——x3+...j
n °£ 577357 T oas
Volviendo a la ecuacion de recurrencia para r = 0, tenemos:
—2b
= k=1,2,3, ...
k(2k-3)
-2
Para k=1 b, = io =2b,
—2c
k=2 bzle——lz—Zb0
-2 4
k=3 by=—2="p
9 9
-2 -2
k=4 by=—2=""p,
20 45
-2 4
k=5 bs = “e = ——b,, etcétera.
35 1575

4 2
=b 1+2x—2x2+—x3——x4+...)
% 0( 9" 45

2 4 4
sy=c | 1-Sx+—x"———x +.. |[+b (1+2x—2x" +...
Y 0( 57 35 945 j 0( )

\__es la solucion general.

Raices iguales de la ecuacion indicial

—EJEMPLO 3
Resolver:

X’y =x*(1+x)y +xy=0

Sea la solucién: y= Z c, x""

m=0
z m+r)c,x"", y' = 2‘(m+r)(m+r—l)cmx’"“_2
m=0 m=0
Sustituyendo en la ecuacién dada:

2 m+r)(m+r—1)c,x"" 2 (m+7r)c,x"
m=0 m=0

oo

_Z(m+ r)cmxm+r+2 + Zcmxm+r+l — O
m=0

m=0
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Tomando las sumas de menor exponente en las x, tenemos para m = O:
r(r=1)c,—rc,+¢, =0,
¢o(r’ =2r+1)=0, como ¢, #0—(r—1) =0
n=r=r=1,

., . . 2 A .
De la ecuaci6n de indices (r—1) =0 obtenemos dos raices iguales, enton-
ces, la forma de la solucioén es:

Y zx’Zme'" y V= lnx+x'2bmx'", donde r=1.

m=0 m=1

Para encontrar y, igualamos exponentes e indices de las sumas anteriores:

oo

(k+r=1)(k+r—2)c, x"*" - z(k +r—1)c,_x*"

1 k=1

—Z(k +r— 2)ck72xk+r + ZC,ka” =0
k=2

k=1

NgE

o~
I

Para k =1 se obtiene la ecuacién de indices y para r = 1:
k(k - l)ck_l — ke, — (k - l)ck_2 +¢,_,=0
et [k(k=1)—k+1]=(k-1)c,,

o[k - 2k+1] (k=1)c,,
c ,k=2,3,.
k4 k 1

es la férmula de recurrencia para encontrar los coeficientes de y,. Donde ¢, = ¢,

Para k=2, clchO
k=3 ==
’ 2 2
c 1(¢c C
k=4, 3:_2__(_0)2_0
3 312 6
k=5 ¢, ==X
’ Y4 24
k=6, S:C—4:C—°, etcétera.
5 120
x x X
..y—co(1+x+2—!+§+4—!+.. comz:);—
o xm+l
=y =cyxe’ Oylzcoz m!

m=0
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Para encontrar y,, usaremos tres métodos:

1. Variacién de pardmetros.

-[reoax
2. y, =y, (x)J.eszdx generalizacion del método de variacion de pa-
1

rametros.

3. Por derivacién de la solucién propuesta y,.

1. Obtencién de y, mediante variacion de parametros.

Sea y, =uy,

=y, = uy| +u’y,

Yo = uy, + 2y + uy?,

sustituyendo en la ecuacién x’y” —x*(1+x)y +xy =0,

Xy =Xy + xy,

=xu”y, +2x°u'y] + X uy! — x* uy]— x*u’y,— x’uy! — x’u’y, + xuy, =0

—>u(x3y1”—x2y1’—x3y,'+xyl)+x3u”y, +2x°u’y! = x*u’y, —x’u’y, =0

cero

> xu”y +2xu’y —u'y, —xu'y, =0
xu”y, +2xu'y/—u'y, (1+x)=0
Como y, = xe" (tomando ¢, =1)
yy =xe'+e

sustituimos:

xu”xe* + 2xu’(xe““ +e* ) - (1 + x)u'xe" =0

2 2
u'x*e*+xue +xu'et =0

Dividiendo entre xe*:

u’x+xu'+u =0

”

wx=—(x+1)u

”

u x+1
—=———. Sea w=z—-u"=7,
u X




d. +1
Ea
z X

Inz=—x—-Inx

—x—Inx

z=e
gl
e—X
Z:
X
du_e‘x
dx x
—X
e
u= dx
X
2 3 4 5
X X x
u=|—|l-x+=—-"—+"—-"—+. |dx
X 21 31 41 5!
2 x3 X4 xS

X
u=Inx—-x+ - + - +...
2-20 331 4-4! 5-5!

2 3

y,=uy,=| Inx—x+ A . (xe")
2-2! 3.3

(1)
Sy, =yl Ty
Y, =y Inx+xe ; (m)m!

2. Obtencion de y, mediante la formula
e—j/(x)dx

Y, :yIJ‘ yz dx
|

—x’ (1 + x)

3
X

Donde y, = xe” y f(x)=

(o
Y2 =0 Jerx

Inx+x

zylje s—dx

Meétodo de Frobenius. Ecuacién indicial
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1
:y1_'. FERNINE dx
X+xT+
21 31 41

Efectuando una division larga:

x’ x’ x* x’
=y Inx+y|—x+ - + - +
2:2 3:6 4-24 5-120
oo (—l)m xm

Y, =) 1nx+xe"2

m=1

(m)m!

3. Obtencion de y, por derivacién.

Sea y, =y, Inx+ xz b,x", la solucioén propuesta para las raices iguales de

m=1

la ecuacién derivacion. Asi derivando y sustituyéndola en la ecuacion:

v, =y Inx+ Z b,x""

m=1

Empezando desde cero no se pierde la generalidad, como veremos a conti-
nuacién. Derivando con respecto en x:

y,= &+y,lnx+2 m+1)b
X

m=0

2
y;'=— +y;'1nx+z m+1)b,
x?

m=0

Sustituyendo:

x'y] = xty] =x'y]+xy,=0,

—xy, +2x°y/+ X’y Inx + 2{m(m+l)bmx”’+2

m=0

oo

—xy, —x’y/Inx— z:(m+1)bmxm+2

m=0

oo

—x’y, = x’y/Inx— 2 (m+1)b,x"*

m=0

+xy, Inx + 2 b, x"** =0,

m=0
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2x7y! = 2xy, — x7y, +lnx(x3y1”—x2(l+x)y,'+xy])

Sustituyendo y, y y,”:

2 X X x 2 m+2
2x (xe +e )—x(2+x)xe +2m b, x
m=0

=

—z (m+1)b,x"" =0.

m=0

ST 2
Dividiendo entre x

oo

2(xex +e")—(2+x)ex + imzbmx’” _ 2(m+1)bmx”’“ —0

m=0 m=0

oo

xe* + i m’b, x" — 2 (m+1)b,x""' =0

m=0 m=0
I xm+l oo o
2 + 2 m’b, x" — 2 (m+1)b,x"*"' =0
1 m=0
m+l=k m+l=k
oo xk oo o
+ ) Kb x* =Y kb_x*=0
= (k=) 2 ' 2

Igualando indices:

oo k oo )
S T 0n,+ Y Kbt =Y kb X =0
k=1

(k_l)! k=1 k=1
— b, =b,
b 1
b =" — _ k=1,2,3, ...
Y T TRk
es la formula de recurrencia,
para k=1, b =b,—1
1 2b,—
2 4 4
1 b, —11
k=3, b= L %
3 18 36
b 1 12b,-25
k=4, I =" T etcétera.

‘T4 96 288
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2b, -3 6b, —11 12b, - 25
—>y2=y]lnx+x|:b0+(b0—l)x+ 0t 2 x4+...:|

4 36 288

Si tomamos b, = 0:

5 113 25,
4 36" 288

Y, = yllnx+){—x——x -—— X —-—x +
—

Como se comprueba por la solucién obtenida por los métodos anteriores; teniamos

& (=1)" X"
=y, Inx+ xe’
Y2 =) ; (m)m'
x3 x4 X2 x3 x4
=y Inx+|x+x"+—+=—+.. || —x+ - + —..
21 3 2:21 3-31 4.4
3 x4 xS
=y Inx+-x"+ - + -
2:21 3:31 4-4
, oxt x
-x"+ - +
2.2 3.3l
X4 )CS
2 222
xS
——4..
3!

11 2
—yllnx+(—x —§x3—— B 5—...),
4 36 288

que coincide con las anteriores.

La solucién general de la ecuacién es, definitivamente:

Y=Y +6y, = ¢xe” +C2£xex lnx+xexz%j
m)m!

m=1
Raices que difieren en un niumero entero
—EJEMPLO 1

Resolver la ecuacion: xy” +2y +xy=0

Sea y= ) ¢ x™" lasolucién
m b
m=0

-y = Z(m+r) el 2 (m+r)(m+r-1)c,x"*"
m=0 m=0
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Sustituyendo:

oo

Z(m+r)(m+r e, x"" "+ im+r xmr i mrel

m=0

Tomando las sumas con menor exponente en las x, y m =0

r(r=1)c,+2rc, =0

c,r(r+1)=0, como ¢, ¢0—>r(r+l):O{

—>y1=x02cmx’" y y2=kyllnx+x_12bmx'",

m=0

serd la forma que tomarédn para este caso y, y y,. Multiplicando por x, las
sumas:

oo oo oo

m+r)(m+r—1kc x"" +2 mirk 2"+ N e "I =0
Ei( )( y% }E( }% }E - 2

m=0 m=0 m=0

m=k m=k m+2=k
Z(k+r)(k+r—1)ck k”+22(k+r)ck "*’+ch X =0
k=0

Para k = 0 obtenemos la ecuacion de indices.
Parak=1, A+r)rc, +2(1+r)c;=0—¢,=0

Parak=12,3, ..., ¢, =— =2
(k+r)(k+r+1)

Parar, =0:
k(k=1)c, +2(k)c, +¢,,=0

-
Y c,=—*2_ k=23, ...
“ O k(k+1)
es la formula de recurrencia.
Para k=2, c, =
6
k=3, "
12
20 120
k=5, ;=0
k=6, Co = 7 — , etcétera.
42 5040°

( x*oxt X ]
Sy =gl -t +.
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3 5 7
X X X

Como senx=x——+———+
31 5 7
sen x x> X X
=l-—+=-=+
X 315t 7!
) sen x
LY =G
X

Para obtener y, se usa cualquiera de los métodos del ejemplo 3. También se
puede probar la misma férmula de recurrencia para r, = —1 la cual, a veces,
da la solucién correcta.

_bk—z

Parar,=-1 bk:(k 1)k,k:2,3,4...
b, =b,
b =0
Para k=2, bz—_—so
k=36, bsz_?blzo
- b
k=4, b, = b_b
12 24
-b
k=5, by=—2>=0
20
-b, b
k=6, , = — =——, etcétera.
30 720
xoxt X
y=b, 1—E+I—a+... =b, cosx

oy, =0y, Inx+x"'b, cos x.

A veces no aparece la funcién logaritmo natural.

COs X .
Como y, =b,——, la solucién general es:
X

sen x sen x
y=q, b,
X X
Por el método de la férmula:

_ IZ‘,X s

e X

Y, = y]f " dx = ylf enir &

x2

-

dx=y, Icscz xdx = —y, cot x

senzx
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s€nx COSXx —COSX

X sen x X

COS x

%yZZbu

y y=¢, + 0,
_ X X

Una opcién con Mathematica es, por ejemplo, con la solucién por series de

o . sen x
la ecuacién diferencial y”+——y 4+ y=cosx:
X

DSolve[y” [x]+S1P[X] /xy ' [x]+y[x]==cosx,yV[x], X]

DSolve[y][x]+ +y”[x]==cosx,y[x],X]

Sin[x]y’[x]
X
1hs=y"[x]+Sin[x]/xy’ [x]+y[x];rhs=cos[x];

ser=Series[lhs,{x,0,7}]

(YIOI+y [O]+y”[0])+(y ' [0]+y”[0]+y®[0])x+

1
+
6(-y’[0]+3y"[01+3y"[0]+3y'[0])%
! +
6(-y"[0]1+y[01+y'[01+y®[0]) %’

1
120(y’[0]1-10y[01+5y ' [01+5y’[0]1+5y®[0])x*

ser
-{y[0] = 1,y"[0] — -1}

serone=
vy [01+(~1+y" [01+y ((3))[01)x+1/6(1+3y" [0]+
3y'((3))[01+3y'((4))[0])x2+1/6(-y" [0]+

y'((3))101+y'((4))[01+y'((5))[0]x'3+

1/120(-1-10y'((3))[01+5y'((4))[01+5y'((

sertwo=Series[Cos[x],{x,0,7}]

x x* X .

1-—+— - + 0[x]
2 24 720

equations=LogicalExpand[serone==sertwo]

7 10 1
-Hyﬂm—ﬂ,w”wr»my”WN—*guf“wregnf“wr»gaWWm

554 4, 1741 o, 358 .
->-—,y '[0]>——,y [0]—>E roots=Solve[equations]
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7 10 1
{{y" [01—>1,y?[01—0,y" [0]—>—§,y‘5’ [0]—>?y‘6> [0]—>g,y‘” [0]

554 1741 358
—»-=,y®0]>——=,y"°[0 —>—}
s Y (0] 3 'Y (0] 105

sery=Series[y[x],{x,0,9}]

1 o1 1 1
0]+y’[0]x+ = y"[0]x*+ = y[0]1x*+ — y'*'[0]x*+ — y'[0]x°+
y[0]+y'[0] 2Y[] 6Y[] 24Y[] 120Y[]

RTINS (DL SN sl CDE SN (.S
720 5040 40320 362880
Normal[sery]
?2{y[0] —» 1,y"[0] — -1}
) .?roots [[1]]

+0[x]"°

solapprox=

x* 7x' % x° 277x’ 1741x® 179%°
l-x+—+ + =+ + + +
2 72 36 3600 113400 2540160 19051200

pone=Plot[solapprox, {x,0,3}]

1.0 |

0.8

06

04r

2.5 3.0

numsol=?NDSolve[{y” [x]+51P[X] /3y’ [x]+y[x]==2y[.01]==
.95,y'[.01]==-1.05},y[x],?[%x,.01,3}]
{{y[x]®InterpolatingFunction[{{0.01,3.}},<>]1[x]}}

ptwo=Plot[numsol[[1,1,2]],{%,.01,3}]
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EJERCICIOS 6.6

Usar el método de Frobenius para obtener y, y y, de la solucion general en el
punto singular x =0

r, — r, # nimero entero.

1. 20"+(x+1)y +3y=0

21 , 11 , 143 , 143 )
X ——x + X' = X+
6 40 80 5760 15360

1
= 7
Respuesta: y, = x* (1——x+—

2 5,1 1
n=(1-3er 2o Loy )
37 1 45

2. 3x%y+2xy' +x’y=0

3 6 9
Respuesta: y, = x" P S A S
30 3420 861840

_ l_x_3+ %6 _ 8 N
V2= T o4 T oaa8 570832
1 1
3. xzy”—gxy'+§y20

2
Respuesta: y, = x*, y, =x

4. 3%y —xy +(x*+x)y=0

4 x 3x X x*
Respuesta: y, =x"|1-————+ + e

1
2

770 210 1680

= 1+x—x—2—x—3+x—4+
= 2 30 60

| X x’
Respuesta: y, = I+ == 4
21 1638 280098

x3 x6 x9
Y, =|1+=+—+ +..
15 990 151470

6. 4x2y//_(x_x2)y/+y:0

Respuesta: y, = x 1_£+x_2_ X +
PUEHE 777 1155

2 3 4
yzzw[l_w_-—x - ]

4732 384 6144
7. 30" +y +2y=0

—— ..
5 20 330 9240

x2 x3 x4
V= 1-2x+ - b
2 21 420

) 2 2 3 4
Respuesta: y, = xé(l__ijx_ X X
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8. 3x*y —xy+(1-x)y=0
X X X x*
Respuesta: y, =x| 1+—+—+ +
5 80 2640 147840

Y% X2 x3 )C4
v, =x?|1+x+—+—+ +..
8 168 6720
2.”m

9. 4xy"+xy'—(1+x)y=0
x° x° x*

- - -
234 11934 1002456

-1 X2 x3 x4
Y, =x A l-x-— e
6 126 5544

10. 3x°y"—xy'—(x*—x)y=0

Respuesta: y, = x(l 1+ g 4

x 2x° x 17x*
Respuesta: y—x e o
7 35 195 17472

laga X X
= 15 480 800

r, — r, = entero positivo.
11. xy”—y +4x’y=0

2 2
Respuesta: y, =senx”, Y, = COS X

3 2
12. A—x)y"—=y"+—y=0
X X

4
Respuesta: y, = x—2 y,=3+2x+x"
(1=x)
13. x’y”+6xy+4y =0

Respuesta' y=x", y, =x*

14. 2x*y"—x*y —(x+4)y=0

( 3 3 Lo, | )
= 1+ x+—x*——x3+—x*+..
8 40 96 896

-1

Yo =X
15. xy"+(x-1y —y=0

—-X

Respuesta: y, =2(e" —1+x), y,=e
16. x*y”—x(3+x)y +2xy=0

2 8
Respuesta: y, =x'+=x"+—x"+—x"+—+
5 10 105 336

2 1
=1+=x+—x’
Y2 3 6
17. x*y”—x(4—x)y’+(6-2x)y=0

Respuesta: y,=—x*(e" 1),  y,=—x%

—X
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18. xy”+3y +4x’y=0
Respuesta: y, = x *senx’, y, =x"cosx’

19. x*y"+4xy +(x*+2)y=0

Respuesta: y, = x ’sen x, y, =X’ oS X
20. x°y”+6xy"+(6—x")y=0
Respuesta: y, = x~ senhx, y, =x" coshx

Raices iguales r, = r,.

21. xy"+y —y=0

oo m

X
Respuesta: y, =
pueste: 1= 2 oty
3, 11 ,
=yInx+| 2x——x"——x" +..
. y]x(x4x 108" )
1
22. xy”+(x—1)y’+(——l)y=0
X
Respuesta: y, = x
yllnx+z( )m m+1
m=1 (m)m‘
23. x"+y'+y=0
23 e ¥
Respuesta: y, =1-x+——-—+— +
4 36 576 14400
11
v, = lnx+2x—§x ——x...
4 108
24, xy"+y —4y=0
1 4
Respuesta: y, :1+4x+4x2+—6x3+—x4+—6x5+...
9 9 225
176 ,

Inx—8x—12x>——x’ -
=W 27

25. xy”+y’+x2y= 0

3 6 9
X X

Respuesta: y,=1——+—— +
i g 9 324 26244
Inx+ 2 L x°
X+—x ——
S 27" T3t
26. xy//_’_y/_xy:()
x° x* x°
Respuesta: y, :1+?+22 W + TRV +
1 3 o

Inx——x*——x*—..
V2= N 4 128"
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27. X’y +x(1-x)y —xy=0
Respuesta: y, =e*
3 11 25
=ylnx—x——x*-—x——x*—..
= 4 36 288
28. XY +(x*=x)yY+y=0

X

Respuesta: y, = xe”

3 5
=yhx+x*-=x+—x*-..
Y2 =N 4 18
29. (xz—x)y"+(3x—1)y’+y20
1 Inx
Respuesta: y, = , ¥, =
1—x 1-x

30. xy"+y -2y=0
2,25 1
Respuesta: y, =1+2x+x"+—x"+—x"+...
9 36

22
=y Inx—4x-3x>-=x*—...
= 27

31. Usar el método de variacion de pardmetros para obtener:

e—_[f(x)dx
dx

Y2 :yl(x)J. yz(x)

En los siguientes ejercicios elegir la opcién que contiene la ecuacién de
indices:
32. xy'-y=0
a. c,(r’-r=1)=0
b. cyr(r—=1)=0
c. ¢r(r+1)=0
d. c,(r+r-1)=0
33. xy"+3y —2xy=0
a. c, [r(r + 2)] =0
b. c,(r’+4r+3)=0
c. ¢,(r*+4r+1)=0
d. c,(r+2r-2)=0
3

1
34, ' +—x->y=0
Xy 230’ 2)’

1 1 3
. C -——)=0 c. c,|rr==r==|=0
a. Gr(r=2) 0[ 2 2}

3 3
b. cO(rZ—E):O d. co{r2+5r—1}=0
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35. " +(1-2x)y +(x—1)y=0
co[r(r—l)—2r]=0

b. ¢,(1+r)*=0

c. ¢,(r’=2r-1=0

d. cg’=0
36. 16x°y”+3y=0

|

a. ¢, [16r(r — 1)] =0

b. ¢,(16r° +16r+3)=0

c. ¢ (16}’2 —16r+ 3) =0

d. No tiene, por ser ecuacion de Cauchy-Euler.

Encontrar la opcién que contiene la forma general de y, y y, a partir de la
ecuacion de indices:

37. xy"+3y —2xy=0

— m _ .2 m
a. y = Zcmx Y, =X 2 b, x
m=0 m=0
— m _ -2 m
b. y = Zcmx v, =ky, Inx+x mex
m=0 m=0
-2
c. zchmx'" Y, =y Inx+x mexm
m=0 m=1
— m 2 m
d. y —chmx Y, =X mex
m=0 m=0

38. x’y”+3x(1+x)y +(1-3x)y=0

a. y=x" icmx”’ v, =y Inx+ x’libmx”’
m=0 m=1
b. y=x" i c,x" y, =x(y Inx+x" ibmx’")
m=0 m=1
c. y= icmx’" y,=x" i b, x"
m=0 m=0
d. y= icmx’" Y, =) 1nx+x’libmx”’
39. xy"+y :z(;) .
a. y = xicmx’" v, =ky, Inx+ i b, x"
m=0 m=0
b. y = icmxm Y, = lnx+xibmx’"
m=0 m=1

c. y= chmx’" y, = ibmx"’

m=0 m=0
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= icmxm v, =y Inx+ ibmx'"
40. 2x°y” n;cy()'+(l—x)y:O b
Y :xicmxm Y, = lnx+xl/zibmx’”
m=0 m=0
NY :xl/zicmxm =y Inx+x i
m=0 m=0
yl=x1/zicmxm kyllnx+xi
m=0 m=0
Y =xicmx"‘ Y, :xl/zibmxm
m=0 m=0

Elegir la opcién que contiene la solucién y, de las siguientes ecuaciones:
41. x(1-x)y”"+2y +2y=0

2
a. y=cx’ (1—x+%—...j

b. y,=c,yInx+x" 2 b, x"

m=0

x2
c. y =c, 1—x+7

d. No tiene solucién, por el método de Frobenius, por el método de
Frobenius en el punto singular x = 0.

42. xy"+y=0
2 3
X X x
a. y=c¢,|l-——+——-——+...
[ 2 12 144 j
oo (_1)’" xm+l
b. y=c,) —F———
N (1),
c. yl=coy11nx+2bmxm
m=0
d y =0
43. 3x’y”-2xy’ — 2—x2)y=0
! X Xt X
a. y=¢l|ll-———-———-——--—...
DO T 2730 480
x* X
b =c =
M=% 26 T 1976 ]
, xt X
c SlG —
N 6 1976

26 1976
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44, ixzy”+xy'—(2x+l)y =0

S

3

d.

4 16 , 16 5 32 j
+—x +t——x +.
210 63 567

4 16 16
.oy =cx” (1+§x+—x2 +—x’ +J

21 63
16 16
yl—co(l+—x+ax2+ax3 ]
4 16 16
_1 S, -2 _~-+-.3
& C(’[ 321" Te3” )

45. Probar que la ecuacién diferencial x*y” + y = 0 tiene una sola solucién
por el método de Frobenius y es y=0

46. Determinar la forma que deben tener y, y y,, por el método de Frobenius,
de la ecuacion:

x2y”__y/+_y::0

Respuesta: y, = Zme’"”‘ y,= z“bmx’"”2

m=0 m=0

donde r,—r, = J3i

Respuestas:

32. b.

33. a.

34. c.

35. d.

36. c.

La opcidén a toma las dos sumatorias, siendo que s6lo deben tomarse
la o las que contienen la variable x con el menor exponente.

La opcidén ¢ toma m = 1 en los coeficientes y debe ser m = 0.
La opcidn d contiene los errores de a y ¢

La opcién d toma las tres sumas y sélo deben tomarse las dos prime-
ras por tener la x el menor exponente.

La opcién b supone m = 1 en los coeficientes y debe ser m = 0.
La opcidn ¢ contiene los errores de b y d.

Las opciones a y b omitieron una suma cada una.

La opcién d toma m =1, en vez de m = 0.

La opcidn a tiene equivocado el término —2r que debe ser +r.
La opcién b toma m =1, en vez de m = 0.

La opcidn ¢ toma dos sumas de mas.

A la opcién a le falta una suma.

La opcién b tomam =1, en vez de m = 0.

La opcién d supone que una ecuacién de Cauchy-Euler no puede
resolverse por el método de Frobenius.
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37. b.

38. a.

39. a.

40. d.

41. c.

42. b.

43. c.

44. a.

La opcién a supone r, —r, zenteroy r, —r,=0— (=2) =2

La opcién ¢ supone r, = 1 y debe ser r, = 0 para y, y para y, supone
r =,

La opcién d contiene los errores de ¢ para y, y de a para y,

La opcién b supone que como r, = r, = —1, entonces, y, debe multi-
plicarse por x, lo cual no estd definido en el método de Frobenius.

La opcién ¢ toma raices de la ecuacién indiciar, =0y r,=—1, en ese

caso tampoco y, tendria esa forma.
La opcion d tiene error en la y,, que debe multiplicarse por x ™'

La opcién b debe tener a y, multiplicada por x porque r, =1 >r, =0;
ademads, supone que r, = r,, lo cual es falso.
La opcién ¢ supone r, — r, # entero.
La opcién d supone r, =r,=0
1

La opcién a supone r, =r,,cuandor, =1y r, = 5

La opcidén b contiene el mismo error anterior y ademads tiene inter-
cambiadas r, y r,, r, = 1 debe pertenecer a la solucién y,.

La opcién ¢, ademds de tener intercambiadas r, y r,, supone r, — r, =
entero.

La opcién a toma r, = —1, en vez de r, = 0 y supone una serie infinita.
La opcién b expresa la forma general que toma y, en este caso, pero
se pregunta por y;.

La opcidn d estd en un error porque el método asegura que al menos
hay una solucién del tipo Frobenius.

La opcioén a estd incompleta, falta multiplicarla por x", = x

La opcién ¢ propone la forma general de la y, y se pregunta por y,

La opcién d trabaja la férmula de recurrencia para r, = 0, con lo que
se anula c, y el resto de las constantes, ademds supone ¢, =0

. 1
La opcién a resuelve para r, = 3 envezder =2

La opcién b estd incompleta, debe multiplicarse por x”
La opcién d, ademds del error en b, supone que la férmula de recu-

=€,

— %2 __ 'y ambos miembros son positivos.
k(3k+7)"" P

rrencia es ¢, =

La opcién b propone como r, =—4, en vez de r, = 1.
La opcidn c estd incompleta, falta multiplicar por x" = x

La opcidn d supone que el resultado es una serie alternante.



Ecuacién de Bessel

Ecuacion de Bessel

Una ecuacién de gran aplicacién en ingenieria es la ecuacién de Bessel, que
tiene la forma:

x2yl/ + W/_,_ (x2 _ VZ)y — O
Donde v = 0 es un pardmetro real y x = 0 es un punto singular regular.

Ecuaciones reducibles a la ecuacion de Bessel

Gran cantidad de ecuaciones son de la forma:
X2y +axy +(b+cex™)y=0 (2)

Donde a, b, ¢, m son constantes (¢ > 0y m # 0) se reducen a una ecuacion de
Bessel mediante las siguientes sustituciones:

(IJO‘/B (IJI/B
y=|— u, x=|—
Y Y

Quedando:
d’ d
t2—§t+t—”+(t2 —vHu=0
dt dt
-1 2 -1 —4b
Donde a=<—, g=" y:i’ vzz%
2 2 m m

NOTA: Cuando ¢ =0y m = 0 la ecuacién (2) es la de Cauchy-Euler. También
pueden usarse otras sustituciones apropiadas.

—EJEMPLO 1

Dada la ecuacion diferencial y” + y = 0, probar que la transformacién y = Jxz
la convierte en una ecuacién de Bessel.

1
Entonces, y= x/zz

Derivando con respecto a x:
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Sustituyendo en la ecuacion dada:
172 _»m -2 r

1 _
x 77 +x"z Zx3lzz+x”zz=O

Multiplicando por x*:

1
xzz”+xz'+(x2 —Z)z =0

1
que ya es de Bessel, con pardmetro v = )

Antes de entrar en la solucion de la ecuacidon de Bessel, hablaremos de una im-
portante funcién: la funcién gamma.

Funcion gamma

Definicion 6.9
La funcién I'(n) para n>0 se define como:

(n) = j: e dr

Férmula de recurrencia: I'(n+1) = nl'(n)

Valores de la funcién gamma paran=1, 2, 3, ...
I'(l) = je”dzzl
0
re=1ra=1=1!
Ireg)=2re)=2-1=2=2!
I'4)=3I'3)=3-2=6=3!
I'6G)=4I'd)=4-6=24=4

[(6)=5T(5)=5-24=120=5!

I'n+1)=n! paran=1,2,3, ...
donde 0!=1

Por ello, la funcién gamma es una generalizacion de la funcién factorial.



T(n+1)

n

Tomando I'(n) = ,n>0

vemos que I'(n) tiende a infinito cuando 7 se acerca a cero. Queda claro, enton-
ces, que I' (n) no estd definida para n = 0, ni tampoco paran =—1,-2,-3, ... Sin
embargo, podemos definir la funcién gamma para valores negativos que no sean
enteros, si en la definicién quitamos la restricciéon de n > 0. La gréafica es:

1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 [ 4
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
I 1 1 1
| 1 1 1
[ | 1 1 - 2
I 1 1 1 1
[ 1 1 1 1
[ 1 1 1 1
[ 1 1 1 1
I 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
L L L L | |
1 1 1 1 1
TN 4 2 1o 2 4
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 |__2
1 1 1 1
1 1 1 1
[ 1 1 1
[ 1 1 1
[ 1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 -+ 4
| 1 1
| 1 1
| 1 1

Algunos resultados interesantes son:
1 —

TG+ 1) = lim— 23k
e (x4 1)+ 2)..(x + k)

F'x+D)=~2mx x'e™” (1 + L +

12x  288x> _j

Serie asinttica de Stirling

Para x = n entero positivo y suficientemente grande (por ejemplo, n > 10), la
férmula de Stirling da una aproximacion util para n!

n!=~2wn n"e™”"

Es decir, el valor de ambos tiende a ser el mismo cuando n — o

Ecuacién de Bessel
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— EJEMPLO 1

Hallar el valor de I'(3.5) sabiendo (por las tablas para 1 <n < 2) que I'(1.5)
=0.8862

Como I'(n+1)=nl'(n) sea n=25
—TI'(3.5)=2.5I'(2.5)
Pero, para obtener I'(2.5) sea n=1.5
—->TI'(2.5)=1.5I'1.5)
= (1.5)0.8862)
=1.3293

__ ~.T(3.5)=(2.5x1.3293) = 3.3233.

Solucion de la ecuacion de Bessel

2.7

Xy +xy +(x*=v)y=0

Aplicando el método de Frobenius:

Sea y= 2 ¢, x™"" la solucién. Derivando:

m=0

yr — 2 (m + r)cmmerr—l

m=0

m+r-=2

Yy = Z (m+rYXm+r—1)c,x
m=0

Sustituyendo en la ecuacién de Bessel:

Z (m+r)m+r—1)c, x"" + 2 (m+r)c,x"""
m=0

m=0

oo

m+r+2 2 m+r __
+z c,X -V z c,x""=0
m=0

m=0

Param=0

co[r(r—1)+r—v2:|=0

n=v

Como ¢, #0— (r+v)r—v)=0



Ecuacién de Bessel

Para hallar las ¢, :

oo

2 [(m+r)2 _ vZ]cmxm+r + ZcmmerrJrZ — O

m=0 m=k m=0 m+2=k

2 [(k+7)* = v ]ex*" +2 ¢, X" =0

m=0 m=2
Parak=1y r=v—->0+2v) =0, como v£#0—=¢ =0
Parak=2,3,4,... —c¢ = = es la féormula de recurrencia.

k(k+2v)

Parak=2, «¢,= %

4(1+v)

k=3, c¢=c¢=¢c=¢,=..=0
k=4, c, —% -l —%

Sr0+y) 42010 Ay

_ Co
241 2(14+ V)24 V)

—-c, -1 o

%= 66120 12640 2 12t vty

_CO

=— , etcétera.
2°+1-2-3(1+v)2+v)3+V)

(=D'e,

— Cy =51 , k=1,2,3,...
27K+ v)2+v) ... (k+v)

Elegir un valor apropiado para c,, puesto que es una constante arbitraria, tal
como:

C‘)zzvr1
1+v)

y recordando que I'(1 +v) = vI'(v) podemos volver a escribir la férmula para los
coeficientes pares asi:

. -1
A+ V)24 V) o (k+ T A+ v)

B -D*
2T+ v+ k)

oo I _1 m 2m+v
. la solucién es: y= zcmxz’"” = 2#(%)

o S kIT'd+v+m)
Siv >0, esta serie converge por lo menos en el intervalo 0 < x <o

k=0,1,2, ...

319
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Funciones de Bessel de primera clase

La serie solucidn anterior suele denotare por J, (x), entonces,

2m+v
L=y —C0 (x)

—m!l'd+v+m)\ 2

Similarmente, si tomamos r, =—v, obtenemos:

(-1 x "
1 0= 2 m!I"(1- v+m)( ]

Las funciones J (x) y J_ (x) se llaman funciones de Bessel de primera clase
de orden v y —v, respectivamente.

Dependiendo del valor v, J_ (x) puede tener potencias negativas de x y
converge en 0 <|x|<oo

SOLUCIONES DE BESSEL
Habra siempre una y, de la forma:

v = |x|fV icmx'", que es J,(x)

m=0

Para ver la forma y, consideramos tres casos:

1. Si ,—r,=v—(—v)=2v # entero positivo
=[x[" D e, x" quees J_ (x)
m=0
y=cJ, (x)+c,J_,(x) es solucién general.

2. Siv=0->(-1)"J (x)=J_,(x) eneste casoy, y y, son linealmente depen-
dientes, puesto que es la misma solucién. Entonces,

Y, =y (x)ln|x| + z b, x"
m=0
que se obtiene como en el ejemplo 3 de la pagina 296.
y=c¢J,(x)+c,y, es solucion general.

3. Si 2v = entero positivo.

- Z b,x" (Veaejemplo 3 de la pagina 296.)

m=0

= kyl(x)1n|x|

s y=c¢J, (x)+c,y, essolucién general.
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—EJEMPLO 1

Hallar Ia solucién general de la ecuacion:

1
Xy + +[x ——) 0
y Xy 16 y=

1 ..
Como v= 1 — la solucién general en 0 < x < oo es:

_ y=c¢Jy,(x)+¢,J 5, (x)

—EJEMPLO 2
Hallar Ia solucién general de la ecuacion:
Xy +xy +(x* =16)y=0

Como v =4 — lasolucién general en 0 < x <eo tendrduna y, =J,(x) y

—de/x

=J (x)j

1‘] 2‘]
| r=adte (x)jx]()

— EJEMPLO 3

Hallar la solucién general de la ecuacion:
1
xzy”+xy'+(4x2 —a)y =0

. ) 1
Sea z=2x (y se convierte en ecuacién de Bessel), donde v = g

> y=0J;;2x)+ ¢, J_;(2x) en 0 <x <eo

EJERCICIOS 6.7

Usar las transformaciones dadas para reducir las siguientes ecuaciones a otras
de Bessel.

L Xy +xy/+0Ox*~1)y=0, 7=3x

Respuesta: y=c,J,(3x)+c,J, (3x)-[x]2(3 )

1
2. Xy +xy +(4x2—2)y20, R= 2%

Respuesta: y=c,J,,(2x)+c,J_,(2x)
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3. XXy +3xy’ +x*y=0,
a=3,b=0,c=1,m=2,

a-1 m 2Je (a—1)*—4b
o= =1,B=—=1,y="—"-~=1,v=—F—" =1
2 B 2 U m m*

y=|— u,x=|—
Y Y
y=t"u,x=t
7J.3dx/x
Respuesta: y:l cJ, (x)+c,J (x)fe—dx
X 1Y1 2v2 le(x)

4. x*y"+5xy +(2+ xz)y =0 (vea ejercicio 3).
1
Respuesta: y= ?[cljﬁ (2x)+c2]7ﬁ(2x)]
5. xzy”+7xy'+(3+x2)y:0

1
Respuesta: y= XT[CIJJE (x)+CZJ_\/g(x):|

1, 1 1
6. Y +xy'+| —x*—— |y=0, ——
Ty (4x 25)y =5

Respuesta: y=c,Js (g)Jr cyd_ys (%
7. xzy”+xy'+4(x2—9)y:0, z=x"
e—Idx/x
R 2 2
Respuesta: y= 01J3(x )+c2J3 (x )I—J§ (xz)dx

1
8. 4x2y”+4xy’+(x—£jy=(), Z:\/;

Respuesta: y=c,J (\/;) T Cd i (\/;)

3/2

2
9. v+ xy=0 (ecuacion de Airy) y= uNlx, z= gx

2 2
Respuesta: y= \/;|:AJU3 (Exm ) +BJ_,, (Exm j:|
10. Demostrar que: I'(n+1)=nl'(n),n >0
11. Probar que: F(%) =Jr

Sugerencia: Hacer = x” y usar coordenadas polares para obtener primero:

1
I’ =, donde I es la definici6n de la funcién gamma para x = 5
12. Hallar: I'(-0.5)
Respuesta: —3.5448

13. Hallar: I'(-1.2)
Respuesta: 4.8504
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14. Hallar: I'(2.7)
Respuesta: 1.5446

15. Graficar en el mismo sistema de coordenadas J, y J,, las funciones de
Bessel de orden cero y uno.

Resolver las siguientes ecuaciones de Bessel:
16. xzy”+xy'+(x2 —i)y =0

Respuesta: y=cJ,,(x)+c,J ), (x)
17. xzy”+xy'+(x2 —é)y =0

Respuesta: y=c,J,;(x)+c,J_;4(x)
2

X X
18. x*y +xy+—y=0; T==
y o txy 9 Yy 3
X X dx
Respuesta: y=AJ,| — |+ BJ,| = || ———
pHEE Y (3] °(3)jx1§<x/3>
19. Probar que en la solucion del ejercicio 16 se cumple que:
sen x cosx
J,,(x)=—— J ,(x)=——
12 N y 12 NP
Sugerencia L
u ty=
i g

P 2m+1/2
e
20. Probar que J,,(x)= Z— =,[—senx
X

m=0 m!F(m+3)
2
Sugerencia: F(%) =Jm

21. xy" -y +4x°y=0

2 2
Respuesta: y= ){cljm (§x3 j +c,J (§x3 ﬂ

22. y”+§y'+y=0
X

—IS/xdx

AJ,(x)+ BI, (x)je—dx

1
? J5(x)

X

Respuesta: y=

23. xy”+%y’+iy= 0

Respuesta: y= i/z[cljl,z (\/;) FC _im (\/;)J
24. X’y -2xy + (4)64 - 4)y =0

Respuesta: y=x" I:C1J5/4 <x2 ) +e,d o, (x2 )]
25. Probar: J_ (x)=(-1)"J (x), nentero.
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Resumen

Serie

DEFINICION
Suma de los términos de una sucesion:

Ya,=a,+a,+a,+..+a,+..
n=0

ALTERNANTE

2(—1)"(1" =a,—a,+a,—a,+..+(-1)"a, +...
n=0

POTENCIAS
Taylor, 2cn (x—a)", a=#0

n=0

Maclaurin, Zc‘nx", a=0

n=0

TAYLOR
Una funcién se representa mediante una serie, usando:

$ 7@ —ar

n=0 n ‘

CONVERGENCIA
Si |x—a|< R, Res el radio de convergencia.

PRUEBAS DE CONVERGENCIA. (Vea piginas 248 a 251.)

Definiciones

FUNCION ANALITICA EN UN PUNTO
Una funcién es analitica en x, si se puede desarrollar en una serie de potencias de
X=X,

PUNTO ORDINARIO
De una ecuacién diferencial: y”+ f(x)y"+ g(x)y =0 es aquel punto x, en el cual ambas
funciones f(x) y g(x) son analiticas.

PUNTO SINGULAR
Es aquel punto x, en el cual f(x) o g(x) no son analiticas.

PUNTO SINGULAR REGULAR
Si al multiplicar f(x) por (x —x,) y g(x) por (x—x, )? ya son analiticas en x = x,,

PUNTO SINGULAR IRREGULAR
Si a pesar de los productos anteriores no son analiticas en x = x,



Teoremas
1. CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE POTENCIAS

En una serie chx” se cumple exactamente una de las tres:
n=0
a. La serie converge solamente en x =0
b. La serie es absolutamente convergente en xeR (reales).
c. Existe un nimero R > 0 tal que la serie es absolutamente convergente para toda
x que satisface |x|< R y diverge cuando |x|> R.
Para encontrar la convergencia: prueba de la razén.

n+l

c
1 .
a =L donde L <1 da la convergencia.
n—oo

c, X

n

2. ANALITICIDAD
a. Si f(x) y g(x) son analiticas en x,

= f()+gk),  f(x)glx) y fx)/g(x), glx) =0

son analiticas en x,

b. Si f(x) es analiticaenx,y f “'(x) es la funcién

inversa, continua, con f ! (x)#0

— f7'(x) es analitica en x,

c. Si g(x) es analitica en x, y f(x) es analitica en x,

— f(g(x)) es analitica en x,

3. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION

Sea y”+ f(x)y"+ g(x)y =0 una ecuacién diferencial con un punto ordinario en x = x,
y sean a, b, constantes arbitrarias. Existird una funcién dnica y(x) analitica en x, que
es una solucién de la ecuacién dada en los alrededores de x, y satisface las condicio-
nes iniciales y(x,) = a y y'(x,) = b. Si el dominio de fy g es |x— x0| <R, con

R>0— y(x)= z ¢,(x—x,)" también es vélida en el mismo intervalo.
n=0

4. EXISTENCIA DE UNA SOLUCION ALREDEDOR
DE UN PUNTO SINGULAR REGULAR

Sea y”+ f(x)y’+g(x)y =0 una ecuacién diferencial con un punto singular en x = x,,
entonces siempre existe al menos una solucién de la forma:

y(x)=(x=x,)" Y, c,(x—x,)"
n=0

Que converge en: 0 < |x - x(,| <R

Resumen
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Meétodo para resolver una ecuacién diferencial mediante series de potencias

1. Suponemos una solucién:

y= ZC,,x” (x, punto ordinario)

n=0

. Se deriva tantas veces como indique el orden de la ecuacién diferencial dada.

. Se utiliza un cambio de variable para igualar los exponentes.

2
3. Se sustituye y y sus derivadas en la ecuacién diferencial.
4
5

. Se extraen de las sumas los términos que contengan mds, de forma que todas em-

piecen con el mismo indice.

6. Se igualan los coeficientes de ambos lados de la igualdad.

7. Se obtiene la férmula de recurrencia para obtener el valor de cada c,, paran =0, 1,

2, ...y se establece la serie solucion.

Método de Frobenius (alrededor de puntos singulares para ecuaciones de segundo

orden).

1. Suponemos la solucién y = ZCHx

n+r

n=0

Los pasos 2 al 5 son iguales al método anterior.

6. Se toma la o las sumas de menor exponente y se hacen n = 0, con el fin de obtener

la ecuacion de indices, con ¢, # 0

7. De la ecuacién de indices se obtienen dos raices r, y r,. Tomamos siempre r, >r,

8. Segtin sean r, y r, hay tres casos con sus correspondientes formas de solucién:

r, —r, # entero

\
Il
o
Il
~

r, — r, = entero positivo.

Yo =

— i n
Y =X chx , ¢ #0
n=0

oo

¥, =x’22bnx", b, #0

T n
V=X ZCnx , ¢ #0
n=0

v, =y Inx+ xTanx”

n=0

W n
y]—x‘chx, ¢, 20

n=0

ky Inx+x"Y bx", by #0

n=0

Y y=c,y, +b,y, serd la solucion general en los tres casos.



9. Para encontrar y, se usa el método anterior sustituyendo en la férmula de recurren-
cia la r general por la r, obtenida en la ecuacién de indices.

10. Para obtener y,, se puede probar el mismo procedimiento: sustituir r, en la férmula
de recurrencia, o bien usar:
a. Variacién de parametros (todo el proceso)

e*j v(x)dx

b. Directamente la férmula y, =y, = J 7 dx
1

donde p(x) = coeficiente de y”

”

coeficiente de y

c. Por derivacion.
Ecuacioén de Bessel
Xy +xy+(x*=v)y=0

v es el parametro.

SOLUCION:
Si v # entero y=cJ, (x)+c,J_ (x)
7J‘p(x)dx
Si v =entero y=cJ (x)+c,J, (x)J 70 dx

Funcién gamma

Definicién: I'(n) = J‘t”’le"dt

Férmula de recurrencia: I'(n + 1) = nl'(n)
Propiedades: T'(1)=1

I'n+1)=n!

r(%):ﬁ

Autoevaluacion 6

1. Encontrar la serie de potencias correspondiente a la funcién y = x’¢™" alrededor
dex=0

2. Elegir la opcién que contiene el conjunto de convergencia absoluta y el radio de

convergencia de la serie: 2 al
S

a. Conjunto (-1,1) R=1

b. Conjunto (-1, 1] R=1

c. Conjunto [-1,1) R=1

d. Conjunto [-1,1] R=1

3. Encontrar el radio de convergencia de la serie:

i 2n xn

ioh+2

Autoevaluacién

327



328 Capitulo 6 Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

4. Calcular la siguiente integral, mediante series de potencias con una precision de 107

dx

J‘l sen x
0 x
5. Definir funcién analitica en un punto.

6. Enunciar el teorema de existencia y unicidad de las soluciones obtenidas mediante
series de potencias.

7. Elegir la opcién que contiene la definicién de punto singular regular de y” + f (x)y +

g(x)y=0

a. Es un punto en donde las funciones f(x) y g(x) no tienen ni pueden tener una
representacion en series de potencias.

b. Es el punto x, que al formar los siguientes productos f (x)(x —x,) y g(x)(x — )co)2
hace que sean analiticos en x,,.

c¢. Es el punto x, que al formar los siguientes productos f (x)(x — )co)2 y 8(x)(x —x,),
hace que sean desarrollables en series de potencias.

d. Es el punto donde una ecuacidn tiene representacion en series de potencias, no
importando si estdn definidas o no las funciones en dicho punto.

8. Resolver mediante series de potencias la siguiente ecuacién diferencial: y” + xy" =y,
alrededor de x = 0.

9. Seleccionar la opcién que contiene la solucién de la siguiente ecuacién diferencial:

y//+xy=x3_1
xoxt X xr 3 3
a. y=c¢|l+x———-——+—+..|t¢| X" +——x —..
6 12 180 2 40 2240
xoxt X x 3 3
b. y=¢)|l-x+———+——.. |+¢|———+—x"— X+
6 12 180 2 40 2240
x o x° x° xt X 1, 3
c. y=¢y| l=-—+—-— +o |t | —x+—- +o|m=xT+—x
6 180 12960 12 504 2 40
3 s
- Xt =
2240

PR X PR
d y=c|l-—+—- +.o. |t | —x+—-— +...
6 180 12960 12 504
X33

X+ ——x
2 40 2240

10. Encontrar la ecuacién de indices, la solucién completa y, y la forma general de la
solucién y, (método de Frobenius) de:

' +(1-x)y+y=0

11. Elegir la opcién que contiene la solucién general de 5xy” +y"+y =0 obtenida por
el método de Frobenius:

a y:cox4/5(1_g+...)+bo [y, Inx+(1-x+..)]

2 3

X X
boy=c| 1=+ o 4 byl
Y C"( 9" 252 14364 J o

2
+b, l-x+ ..
12



12.

13.

14.

15.

2 3 2
c. y=¢, PR S SR +byx*? l—x+ ..
9 252 14364 12

2 2
d y=cox™ | 1=+~ |+b | 1-x+——...
Y ( o sy )T T

Dadas: la ecuacién xy” —y +2x*y=0

Con r, =2, r,=0y lasolucién:

2 1
Y, =X’ (1 —= Xt —x——x +)
15 180 8910
Encontrar y,

Elegir la opcién que contiene una ecuacién de Bessel y su solucién obtenida al re-
ducir la siguiente ecuacion:

1
X2y +3xy + (_E +x° ) y =0, usando las siguientes

transformaciones:
u u
y=—,XxX=1t0 y=—
1 X

3 .,
a. x*u”+xu’ +(x2 -5 Ju= 0, con solucién:

y= cOJm(x) + clJim(x)

, 3 .
b. tu”+m+ (t2 - E)u =0, con solucién:

y= 1[% J () +¢J ﬁ(x):l

3
2 2 .,
c. x u”+xu’+(x -5 u=0, con solucién:

1
= x[% Tt 1ﬁ(x)jﬁ,z( )}
d. tu +n+ (t2 - %)u =0, con solucién:

Y =Cd3n(X)+¢J 5, (x)

Elegir la opcién que da la solucién de:
1
2 //+ /+ 2 _1 — 0
Xy Xy (_16 X )y
a. ¢J(x)+c,J_(x)

b. ¢J,(x)+c,J, (x)j e

c. Cl.]( )+CZJ (xjj-d—x
4 xJi(x/4)

oo

Encontrar la solucién de la siguiente ecuacion de Bessel:

Xy +xy +(x —gjy=0

Autoevaluacién
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Respuestas de la autoevaluacion 6

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

o T ST S OO

~ oo (_l)mxm+2
m=0 m.
c. Como converge en x = —1, las opciones a y b estan erréneas, y como diverge en
x =1, las opciones b y d estdn mal.

R= —
2

. 0.94608
. Vea pagina 268 del texto.
. Vea pagina 280 del texto.

. b. La opcién a define un punto singular irregular. La opcidn c tiene los factores

intercambiados. La opcién d no analiza el caso de la singularidad para ver si es
removible.

2 24 240

o oxt X
. y=c| I+ ———+ +... |+ex

. ¢. Las opciones a y b toman de forma incorrecta la férmula de recurrencia que

debe de ser:
“Ck

Cor2 = T Ay
(k+2)k+1)
y 20¢; +¢c, =1 parak =3

k=1,2,3,4,5,6, ...

La opcién d tiene un error en el signo.

.z P : 2
Ecuacién de indices ¢,r” =0
. —_ m — m
Ly = Zcmx V), =, lnx+2bmx
m=0 m=1

Y » =6 0=x).
d. Las opciones a y b suponen que # —r, # nimero fraccionario.

4 4
4/5
Como r,—r,==—0=—, entonces, y, =x"° X, x"
5 5

La opcién c contiene el error de poner r,enlay,yr, enlay,

b. La opcidn a no tiene expresada correctamente la ecuacién de Bessel, pues aunque
si tiene la forma, posee la variable incorrecta en la solucién: falta dividir entre x.

La opcién ¢ supone que el pardmetro es un entero.
La opcién d no toma la raiz de v* y no donde entren x como sugiere la transfor-
macion usada.

c. La opcién a no toma bien el pardmetro y no transforma la ecuacién a una de
Bessel.
La opcién b tampoco hizo la transformacion.

La opcién d no toma bien el parimetro.

y=0Jy5(X) + 630 55(%)
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Federico Guillermo Bessel

Esencialmente astrénomo, Federico Guillermo Bessel alcanzd, sin embargo, cierta
notoriedad también en matemadticas. Nacido en Rusia, pero de nacionalidad alemana,
consigui6 el puesto de director de un observatorio a los 26 afios, al tiempo que se
convirti6é en amigo del gran Gauss.

Como astrénomo recopilé datos observacionales y formé un catdlogo de estre-
llas. Fue el primero en calcular la distancia de la Tierra a una estrella (61 del cisne),
explicando que el aparente movimiento de ésta se debe, en realidad, a la rotacién de
nuestro planeta alrededor del Sol. Gracias a un heliémetro de su fabricacién, detectd
unas perturbaciones en la orbita de Sirio y Procién. Ademads, afirmé la existencia de
compafieros de Sirio y Procién, hipdtesis que se verific poco después de su muerte,
acaecida en 1846.

En matematicas estableci6 la ecuacion diferencial que lleva su nombre, al estu-

diar el movimiento de cuerpos celestes y, resolviéndola, creé las famosas funciones _ _
de Bessel Federico Guillermo

Bessel (1784-1846)

Si hay quien lo sabe,

yo lo sé mds que ése, y si lo ignora,
mds que ése lo ignoro.

Lucha entre este saber y este ignorar
es mi vida, su vida y es la vida...

JUAN RAMON JIMENEZ

Rompecabezas

Un tipégrafo compuso X = acha en vez de X = a“b“.
Pero, joh sorpresa!, el nimero X no se alter6. ;Cudl es ese nimero?
Solucién: X =2 592

Los pasatiempos y las paradojas fueron ya populares en la antigiiedad; los hombres
de todas las épocas agudizaron su ingenio con los juegos. Sabemos que Kepler, Pascal,
Fermat, Leibniz, Euler, Lagrange y otros, dedicaron mucho tiempo a solucionar rompe-
cabezas. Las investigaciones en el campo de los pasatiempos matemadticos surgen de la
misma curiosidad, estdn guiadas por los mismos principios y requieren las mismas fa-
cultades que los estudios relacionados con los descubrimientos mds profundos de las
matematicas puras.

PARADOJAS

reordenando obtenemos:

1n2=(1+l+l+...)—(l+l+l+...)
35 2 4 6
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Capitulo 6

Resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series

( 11 ) (1 1 1 ) (1 11 )
=||+z+=+. |+ o+=+=+. | |2 +—+=+...
3 5 2 4 6 2 4 6

Entonces, Euler prob6 para x =2 y qued6 sorprendido del resultado:

. 1
Si 1+x+x2+x3+x4+...=1—
-Xx

1+2+4+8+16+...=-1

(Es posible este resultado o tiene algin “pequefio” error?

Problema

Supongamos que un mono de 10 kg de peso cuelga de uno de los extremos de una cuer-
da que pasa por una polea, en un tiempo ¢ = 0; del otro extremo de la soga pende un peso
también de 10 kg. EI mono decide trepar por la cuerda. ;Qué sucede y cudl es la ecua-
cién representativa del proceso?

Propiedades metafisicas del numero 6

Representa el principio del movimiento y de reposo. Simboliza la actuacién del Verbo
en cada ser, la aptitud generativa, la concordia, la estabilidad, la adaptacioén, la tentacién
y la virtud que la resiste. Segun los pitagdricos, el nimero 6 es la panacea nupcial y para
que lo sea se deben ejercitar las siguientes virtudes:

1.

Dar hospitalidad.

. Proporcionar comodidad a los enfermos.

. Instruir a los nifios en edad temprana.

2
3
4.
5
6

Vivir de acuerdo con la ley.

. Ser tolerante con el vecino.

. Dedicar una parte de cada dia a la meditacién y a la oracién.

Numeracién hindd (aprox. 200 a 300 a. C.)

— = F 727X O

2 4 7 10 20

T

100 1000



HORIZONTALES

A WN

o]

10.

. Series de forma cnx"

. Compostura que se hace en el casco de la nave. Papa...

. Vocal. Donad. Hijo de Dédalo.

. Aspire, solicite. Vocal.

. Abreviatura de universidad. Gran astrénomo alemédn que

trabajé las ecuaciones:

2.7

22y +xy’ +(x*=vH)y=0

. Terminacién de los alcoholes. Negaciéon. Vocal. Vocal.

Vocal.

. Matematico que desarroll6 un procedimiento para resolver

ecuaciones alrededor de puntos singulares mediante se-
ries.

. Rey, en francés. El, en francés, consonante. Consonante.
. Vocal. Cetdceo de hasta 10 m de largo, cabeza redonda,

color azul por el lomo y blanco por el vientre; persigue a
las focas y ballenas. Uno de los cuatro elementos basicos
de la naturaleza.

Conjunto de reglas o principios sobre una materia enlaza-
dos entre si. Vocal en plural.

1 2 3 4 5

333

Propiedades metafisicas del nimero 6

VERTICALES
1. Abreviatura de capital. Vocal. Animal doméstico.
2. Apdcope de papd. Apellido de un novelista mexicano. Vo-
cal.
3. Colocacion de algo en un lugar que le corresponde. Co-
rrientes de agua.
4. Miembro de los clérigos de San Cayetano. RT.
5. (Por) en consecuencia, por tanto. Dificultad, obsticulo, in-
conveniente.
6. Simbolo quimico del sodio. Simbolo quimico del niobio.
Pais de Asia antigua, patria de los elamitas.
7. Constante. Imaginan, piensan. Vocal.
8. Habitantes del antiguo Perd. Cdlera, enojo.
9. Vocales. Reptil de piel escamosa, cuerpo y cola largos y
extremidades cortas.
10. Suma de los términos de una sucesion. Consonante. Nota
musical.
11. Articulo neutro. Articulo femenino. Singular. Pronombre

personal.

2

I

: -
5

: -
7

J.

J

10







Transformadas de Laplace

Pierre Simon
(1749-1827)

Introduccion

Transformada inversa de Laplace
Traslacién sobre el eje s

Existencia de la transformada

Propiedades de la transformada de Laplace

Resolucion de ecuaciones diferenciales mediante
la transformada de Laplace usando fracciones parciales

Derivacion de transformadas

Integracion de las transformadas

Funcién escaléon unitario

Traslacion sobre el eje t

Funciones periodicas

Convolucion

Aplicaciones de la transformada de Laplace
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Capitulo 7

Transformadas de Laplace

Transformacion: Modificacidn: Transfiguracién,
cambio, giro, td-yo
variacion, mutacion, conversion,
metamorfosis. metempsicosis. pura “yo-tuosis”.
Introduccion

Nuestro planeta es el reino de las transformaciones, unas lineales:
Semilla — trigo — pan

Otras ciclicas:

/ Larva \

Huevo Crisalidad

" «

Mariposa

Otras mas, reversibles:
ED — TL — EA — sol. A. TL™' — Solucién de la ED.

Donde: ED = ecuacion diferencial.
TL = transformada de Laplace.
EA = ecuacion algebraica racional.
Sol. A. = Solucién de la ecuacién algebraica racional.
TL™' = Transformada inversa de Laplace.

La TL tiene inversa, por eso se le llamé reversible.
Pierre Simon de Laplace establecid una transformacion mediante la integral
siguiente:

Definicion 7.1
Transformada de Laplace. Sea f(t) una funcién definida para r=0; a la
expresion:

{0} = [, e f@dr=F(s)

Se le llama transformada de Laplace de la funcién f(z) si la integral existe.

Notacién: £f{(t)} significa que el operador £ se aplica a la funcién f() para
generar una nueva funcion, llamada F(s).



—EJEMPLO 1

£{c}:

b—eo

b—eo

=limc

b—oo

S

NOTA: Para abreviar, la integral impropia se expresard sin la funcién limite,

aunque naturalmente se sobreentiende.

—EJEMPLO 2
Hallar: £{t}

Por definicion:

Usando integracion por partes:

r_
——e
s

St

t

N

St

Veamos el primer término:

lim—
f—300 seSl

Aplicando la regla de L’Hopital:

Iim

= 1

t
—Te
— s

—st|
0o s

£{t}=

1—>00 52

Hallar £{c} donde c es un real; por definicién:

Jmeﬂ’cdt
0

b
=lim c_[ e "dt

0

b
—st

. —e
=limc

5o

—st

—e " +1
S

c
— =— para s >0

Je_“tdt
0

oo 1°° ~
+—_[e " dt
0 S0

oo 1 oo

—st
- e
N

0

, t
+1lim
=0 ge

st

-1

sl:O

e

y el segundo limite también es cero (esto ocurrird no importa la potencia a
que esté elevada la variable ¢). Por tanto:

S’|w:—0+i2

0 s

Introduccién
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Capitulo 7

Transformadas de Laplace

— EJEMPLO 3

Hallar: ;‘l{t2 }

Por definicién:

£{t2}: Te_s’tzdt
0

t2

oo 2°° ~
=——¢ ¥ +—J.te dt
A 0 S 0
2 oo
t ° 20 t < 1p _
=—— S| + 2| = +—J.e " dt
S 0 S h) 0 S 0
2 oo I I
_ U gT 2 gt 2 g
e e 3
S 0 S 0o S 0
2
:—O+7
— S

Observamos, después de estos ejemplos, que la transformada de una constante
es la constante dividida entre la variable s; la transformada de ¢ es 1/ 52, y la

2 . o« .,
transformada de £ es — . Entonces, podemos deducir, por la definicion, que:
s
n!
£{t"}:_n+1 para n=1,2,3, ..
s

donde 0!=1
—EJEMPLO 4

Hallar: £{e”}.

Por definicion:

£{eat} — J‘efsteatdt

0

= J‘e’(“’)’dt
0
= — 1 ei(sia)t °°= O —+ 1
s—a 0 sS—a

L .'.£{e“’}:s1a, s>a

EJEMPLO 5

Hallar: £{coswt}

Por definicion:

=

£{coswt} = je"" cos widt
0



oo

1 w W
=——e¢ "scoswi]; ——je “sen wrdt
s 53

1 —st w, Wy oo
=——e COSOJI|0+—2€ senu)t|0
s s
2 oo

Ie'“ coswtdt
0

T2
s

2 oo
o - 1 -
- 1+— .[e " coswtdt = ———coswt|,
s* )% se'

+—m o !

senwt|"=—
0

ste” s

1

T B s
_[e " coswidt = —— = ———
0 w S tw
I+
s

s
Notamos que cuando ¢ — oo, entonces, €~ — 0 y coswt, senwf; por mucho
que crezca t siempre estdn entre —1 y 1, limitados; por tanto, al crecer ¢ sin
limite, el cociente:

Cosw?l  senwt

o 0 ——, se acerca mas y mas a cero.
r

La demostracién rigurosa la da el teorema:
Sean f;, g, h definidas en un intervalo abierto I que contiene a a,

si f(x)<gx)<h(x),xelysi

lim f(x) y limh(x) existen y son iguales a L,

— lim g(x) existe y es igual a L.
— x—a

Podriamos obviar esta dificultad, suponiendo que podemos encontrar la transforma-
da de Laplace para ¢’ (lo cual puede demostrarse también para los complejos).

— £{e™}=—— (vea ejemplo 4)

s+ iw s LW
= 2 2: 2 2+l 2 2
s“+w sT+w sT+w

iwt

y como sabemos que e
imaginarias, se obtiene:

= coswt +isenwt, igualando las partes reales y las

s+iw
2

£{e™'} = £(coswt +isenwt) = -
sSS+w

s E(coswr) = - >
s +w

Introduccién
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Transformadas de Laplace

w
£(senwt) =
y & ) s+ w?

— EJEMPLO 6

Hallar: £{f(n)} si f(r)= {2 0<r<l

=1

£{f} = j.Oe‘”dt +]j3e_“dt
0 1

3 4 3 .,
=——¢ =—€
. s 1 =
—EJEMPLO 7
Hallar: £{senhat} v w
—e

Por definicién: senhat =

1 1
£{senhat}= E£{e“’ } - Eﬁ{efm}

S
2\s—a s+a

_ ls+a—-s+a

-5 2 2
2 s°—a

a

A

En este ejemplo, hemos aplicado una importante propiedad de la transformada:
su linealidad.

Teorema 1

La transformada de Laplace es un operador lineal: para cada funcién f(f) y g(¢)
cuya transformada de Laplace exista y para cualesquiera constantes a y b, tenemos:

tlaf () +bgt)}=at{f ()} +b£{g(®)}
Demostracion:

£laf(t)+bg(n)} = Te [af (1) + bg(t)]dt
por definicién de la transformada 0

= ajfe’” f(Hde+ b]ce’“g(t)dt
0 0



Transformada inversa de Laplace

puesto que la integral también es lineal

=a£{f(0}+be{g®)}
—EJEMPLO 8
Hallar: £{e” +1° -2}
gle+r -2} =ele™}+£{r} - £{2} por linealidad,

usando los ejemplos 4, 3 y 1, respectivamente:
1 31 2

s+3 st s

_—s4—6s3+6s+18
— B s4(s+3)

Transformada inversa de Laplace

Definicién 7.2
Transformada inversa de Laplace. Si £{ f (t)} = F(s), entonces,
£ {F(s)} = f(t) sellama transformada inversa de F(s).

Notacién: £7'{F(s)} indica que vamos a obtener la funcién f(f) cuya transfor-
mada es precisamente F(s). También la transformada inversa es lineal.

—EJEMPLO 1

Sea: F(s)= S%

Hallar f(1) tal que £ {%} = ().
Sabemos que: £ {1/ s } =t (ejemplo 2)

Por linealidad: £ {3/s2} =3¢ {1/52 } Entonces, £ {%} =3t

. f(t)=3t

— EJEMPLO 2

Encontrar f(¢) si F(s)= L . Como = £{e‘”} (vea ejemplo 4)
s+3

Ss—a

SZ3 —7efe )= £f7e)

— S f)=Te™

_)
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—~EJEMPLO 3
Hallar: f(¢) si F(s)= i4

n!
Sn+l

1
+1

S
1 a1
- ;ff{l‘ }_s"

Como £{t"} =

en nuestro caso n+1=4 — n=3,

1 3! 1 1
o f(t =—£‘1{—}:—t3:—t3
F@ 3! st 3! 6

Traslacion sobre el eje s

Teorema 2

Traslacion sobre el eje s (primer teorema de traslacion).
Si £{f ()} =F(s)

o £le"f(n}=F(s—a), aeR
Demostracion:

£{e‘” f (t)} = J.:e'“e“t f(t)dt por definicién, entonces,
- j:e‘(““)’ f(t)dt
=F(s—a)

Este teorema facilita encontrar transformadas sin resolver la integral, basta con
recorrer la funcion. Gréaficamente se veria asi:

F(s) F(s)

Figura 7-1.



Traslacién sobre el eje s

—EJEMPLO 1

Aplica el teorema de traslacion para encontrar:
£{r’e”], donde a=6

2
Como £{t2} == (vea ejemplo 3)
s

2
S £{1%e" 1 =
— { } s—6)3
—EJEMPLO 2
Hallar: £{e’2’sen3t}, a=-2
Como £{sen3t}= 23 5 (vea ejemplo 5)
s
—>£{sen3t}=#
_ (s+2)*+9
—EJEMPLO 3
Hallar: £{e’ cosh2t}, a=1
Clopaoan, ler o
Como £{cosh2t}—§£{e }+5£ e }
1[ 1 1 }
== +
20s—2 s+2
_l(s+2+s—2)
2 st —4
s
s7—4
s—1
—fie'cosh2ty=———F—
— { } (s_1)2_4

También se nos puede pedir que encontremos la funcién f(¢) si conocemos su
transformada de Laplace.

EJEMPLO 4
s+5

Hallar: £ si £{f(0}=————

Primero acomodamos el denominador como suma o diferencia de cuadrados
(que son hasta ahora las formas generales de las funciones mas usadas).
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S H2545=5" 425+ 1+4=(s+1) +4

s+1+4 s+1 4
=S £ f()= —= —+ >
o} (s+1) +4 (s+1) +4 (s+1) +4

—S—H+2 . #
(s+1)°+4 (s+1)°+4

Observamos que la funcién quedo recorrida a =—1; por tanto, la f(¢) debe
quedar multiplicada por e™'. Como sabemos (ejemplo 5) que:

s
£{coswt}= R £{senwt}=

+o’ 5°+ o’
y en nuestro problema: u’ =4, o =2,
s
— £cos2t = £ysen2t;=
! J v { J s*+4

Recorriendo ambas s — (—1) = s + 1, tenemos:

f(t)=e"cos2t+2e 'sen2t

— o f(t)=e"(cos2t+sen2t)

NOTA: Observamos que este resultado es la solucién particular de una ecuacién
diferencial de segundo orden con coeficientes constantes. De ahi la importancia
del estudio de la transformada de Laplace.

Definicion 7.3
Funcién seccionalmente continua.

f(t) es funcién seccionalmente continua en t €[a, b] <>

1. Estd definida en todo punto del intervalo.

2. Si es posible dividir el intervalo [a, b] en un nimero finito de subinterva-
los, en cada uno de los cuales la funcién es continua y existe el limite de
la funcién desde el interior del subintervalo a cualquiera de los extremos
del mismo.

Definiciéon 7.4

Funcion de orden exponencial.

f(?) es funcién de orden exponencial o.
<> Existen M, o € R tales que:

|f ()] < Me*
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fin)
A

Figura 7-2.
Esta condicidn significa que la funcidn f(7) esta acotada por exponenciales.

& -

Figura 7-3.

—EJEMPLO 1

Determinar si f(f)=1" es de orden exponencial .

Hay que determinar si existe o de tal manera que:
'] < Me™
—Me™ <1’ < Me™

3 . . ., 3 —
Tomando #° < Me™, si a partir de un valor de o, la expresién 7" Me “ de-
crece y se acerca a cero, a medida que o tiende a infinito, entonces, 1 serd
de orden exponencial o (similarmente la otra desigualdad).
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S lim*Me™ =0

=00

-.t° es de orden exponencial o para « > 0.

— EJEMPLO 2

Determinar si f(f)=e ™ es de orden exponencial 0.

Como en el ejemplo anterior:

—lime ™ Me™ =lim———=0
a+2)t

t—>o0 1—>o0 e(

\_ .. e es de orden exponencial o, si o >-2.

Existencia de la transformada

Teorema 3

Existencia de la transformada. Sea f(t) de orden exponencial ocen ¢ = 0. Sea f(¢)
seccionalmente continua en ¢ = 0.

- £{f(t)} existe para s > a.

Demostracion:

Para cualquier entero positivo 7, tenemos:

Oe—

j:e*” F()dt =j"e*°" (t)dt + jo e f(t)dt

Como f(#) es seccionalmente continua en cada intervalo finito 0 <t < n, la inte-
gral /,, existe. Para la integral 1, se cumple que:

| < j:|e*” f@lar

<[ e
- n

Como f{(r) es de orden exponencial o, existen M, o tales que: | f(1)| < Me™.

Jme_s’
n

f(0)\dt

fldr< [" e Me“d
=M e ar

oo

— PR




—EJEMPLO 1
1

1 t
-1 _ .
Dado que: £ {F} = m, hallar: £ {SST}

5
Sea:a+l=——a=—.

32 32

_t _ t
r'é) 1.3293°

1
Entonces, £ {W}
_ s

EJERCICIOS 7.1

Existencia de la transformada

Usaremos los siguientes resultados ya obtenidos:

:£{c}=E

s

£{t"}=s’:—fl, n=1,23,..

gfer} =

s—a
w
£ ty=
{senwt} T o
£ ty=
{coswt} T o
£{senhar} = ——
s’ +a’
s
£ hat =
feoshar} =

ele"f(n}=Fs-a)

Encontrar la transformada de Laplace en las siguientes funciones:

Respuestas:
1. f(H)=1¢° 720
S
5
2. f(n=e”
f(H=e i
3. f(H)=4e™ 4
s+3
1
4. f(=e"’
f( ) e ez (S—l)
2_
5. f(t)=6-1° 65" 2
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24 — 65> +9s*

5
N

6. f()=t'-3+9

En los siguientes ejercicios usar la definicién para obtener la transformada de
Laplace de las siguientes funciones:

Respuestas:

8. f(H)y=t-8+¢

-1,0<1t<2 |
9. f()=40,2<t<4 Letse o)
1, >4 §
_JL0<t<3 1 R
10. f(r)—{t, 23 s(1+2e )+s26
1. fu={""<"<! N
. = e 1
0, t>1 s sz S2
: 1
12. f([):[e .
(s—l)
z s—1
13. f(1)=¢'cost 2
(s—1) +1
2_
14. f(t)=tcost S 12
(s2+1)
15. f(l’):tsenht 2s .
(s*~1)
16. f(t)=coshat 25 .
s°—a
s +4
17. f(t)=tcosh2t :
(s2—4)
=t s+1
18. f(t)=e ' cost :
(s2+1) +1
2

19. f(t)=te"
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Usar las férmulas para encontrar la transformada de Laplace de las siguientes

funciones:
Respuestas:
2 2 4 4
20. f(r)=(t-2 Z_ 42
f=(t-2) St
21. f(H)=te™ ! -~
(s+2)
22. f(H=1"-2t E—%
S S
-2
23. f(=e'(1+3) 35 a
(s-1)
4 12
24. f(t)=4e’" —3sendt -
A=z s=5 s°+16
36 2s
25. f(t)=6¢ +2cos9t —+
F@) stos?+81
—2t 4
26. f(t)=e 'sen4dt >
(s+2) +16
a s—4
27. f(t)=e" cosh5t >
(s—4) -25
2
28. f(t)=e cos2t St
(s+2) +4
29. f(t)=e'senh3t 32
(s—1) -9
30. f(t)=cos2t+sen3t il + 3
| s+4  s7+9
12 1
31. f(r)=3sendt+e™ +
F) ¢ S +16 s+2
1
32. f(r)=sentcost 5
s*+4
33. f(1)=sen’t 2
’ s(s2+4)
s +2

34. f(t)=cos't m
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6

35. f(t)=sen’t m

. [sen’t=sentsen’t
Sugerencia

sent =sen(2t—1)

1 3 1
36. f(t)=sentcos2t 2 B
f() 2[S2+9 s2+lj
2_
37. f(r)=(sent—cost)’ S22—S+4
s(s +4)
2_
38. f(n=(1+2) ¢ 45" —ds+2
(s—l)
39. f(t)=costcos2t 1f s LS
. 2 S2+l S2+9
40. f(r)=e 'sen’s 2
| (s+1)(s2+2s+5)
I'(o+1
41. Probar que £{t*}= (Ci: ), s
s

3

2572

43. Probar que £{t%} = \/E, 5>0.
s

3 3Jm
44. Probar que £{t/2}

42. Probar que £{t%} = Jm Sugerencia: usar el resultado anterior.

_4s%.

En los siguientes problemas, encontrar f(¢) dada su transformada de Laplace
F(s), donde f(1)=£"{F(s)}.

Respuestas:
45 Fo)=— f=1
46. F(s)= % =1
s
47. F(s)= l4 f= Ly
s 6
48. F(s)=i2—L f=t—e"'



49.

50.

S1.

52,

53.

54.

S55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=
s

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=

F(s)=

s—2 s+3
1
352
1
4s+7
1 3
251" 5
1 1

1 1 24
_+_ —_ —

3
N

+

3(s—1) 3(s+1)

1 1

4s—1+4(s—1)

2s
25 +1
1
95> +1
s
65> +4
1
255" -1
4s
4s* -1
352
s*+4

s+4

s°+3

f(®)=1+41+2¢

Existencia de la transformada

(t)=1-12¢t+27¢ —18¢ +2t4
8

3, 1,
H=1-3t+—t" ——t
f@ T
fH=t>—1+e"
1 2 -9t
f(t)=5t +6+e

f(H)=e* +e" —12¢°

ﬂ0=%;%

fw=ye "

f(@) =%e/2 + 3¢

1, 1
H=—e' +-
f@® S e

RN
f(t)—4e +4e

f(t)=cos72t

1 1
t)=—sen—t
f(0) el

f(t)=écosit

Jo

1 t
t)=—senh—
f@) 5 5

f()= cosh%t

f(¢) =3cos2t—sen2t

f(t)=cos 3+ 4?sen\/§t
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—4 4
67. F(s)=—2 £(t)="Tcos3t ——sen3t
s +9 3
1 i
68. F(s)=— f=2]-
g Vr

1

69. Probar que la funcién — no tiene transformada de Laplace.
t

70. Probar que I'(0) = oo.

Elegir la opcién que contiene la transformada de Laplace de las siguientes

funciones:
71. f(t)=cos3t—senh3t 72. f(t)=cos’ 2t
S 3 g 1+ S
a. — o =
249 s*—9 s sT+16
K 3 1 K
b. — b. —+
=9 §°+9 s s°+4
3 s . s2+2
c. - » =
>+9 $7-9 s(s?+4)
K s s +8
d — - .
sS+9 s -9 s(s +16)

73. f(t)=cosh’t—senh’t 74. f(t)=(sent+cost)’

i1 2 1 1 s Y
a. — +5+ @, | =——=
4l s—-2 s s+2 s +1 s7+1
2
b. 11 —2+ 1 b. =
4l s—-2 s s+2 s +4
1 s +2s5+4
c. — c. ———
s s(s2+4)
2
4 L g S22
4s s(s2+4)

75. f()=(1+e")e’ 76. f(1)=e> (3cos6t—Ssen6r)
2s+1 3s—24
e a.
s(s+1) s* +45+40

b 2s—1 b — =30
s(s—l) s*+4s+40
2s+1 8—15s

C. - C. 2—
s+1 s*+4s+40

d 2s—1 d 35+2

s—1 C st +4s5+40



Existencia de la transformada

Elegir la opcién que contiene la funcién f(#) que se obtiene aplicando

£! {F (s)} (la transformada inversa de F(s)).

77.

79.

1 1 3
Flsk=—+— — 78 £ 2
s s 5-2 3s—1 3(s-1)
a. f()=1+1 -3e" a. f(t)=%e%+§e’
b. f(H=t"+1 -3¢ b. f(r):ée%+§«/3

c. fO)=1+1-3e
d. f(t)y=1+1-3¢"
£‘{2S;8}

s*+4s+8
a. f(t)=(sen2t+3cos2t)e™
b. f(t)=(cos2t+3sen2t)e
c. f(t)=cos8te™

d. f(t)=cosdte™

Respuestas:

80.

o

. f(@) :%e’ +§e%

1 2
d f(t)y=—e+=¢
f(0) 3¢ T3¢

s+1
S P
s +s+1
a. e_y2 sen£t+icos£t
2 32

b. ¢'[cost+sent]

-1 \/§ 1 \/g
Cc. e COS—I+—Ssen——1¢
2 3 2

d _t[ 1 1 }
- e'|sen—t+cos—t
2 2

71. a. Larespuesta b corresponde a f(¢) = cosh3z—sen3¢. La opcién ¢ co-

72.

73.

74.

75.

76.

rresponde a f(¢) =sen3t—cosh3z. La opcion d corresponde a f(f) =
cos3¢ —cosh3t.

1
. Como cos’2¢ = 5(1 + cos 4t) , el error de la opcién a es haber tomado

1
f(¢t) =1+cos4t, el error de la b es haber tomado f(t) = 5(1 + cos Zt).

. Debido a que cosh® 7 — senh’t =1 las opciones a y b contemplan s6lo

£{cosh2 t} y £{senh2t}. La opcidn d contiene un factor equivocado.

. La opcioén a aplicé directamente la transformada dentro del parénte-

sis, en vez de desarrollar el cuadrado. La opcién b presenta la trans-
formada de sen2¢ tnicamente. La opcién d la de cos® ¢ solamente.

. La opcion a representa la transformada de 1+ ¢ ™. Las opciones ¢ y d

olvidan misteriosamente la transformada de f(¢)=1.

. La opcién b contiene la transformada de f(¢)=—5¢ *'sen6t. La op-

cién ¢ la de f(1) =3¢ *'sen6t —Se ™' cos6¢ (que no es la que se pide).
La opcién d lade f(t)=3e™ cos6t.
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77. d. Laopcion a tiene equivocados los dos primeros términos. La opcién

1 1
b supone que F(s)=—+—— > .
s s s+2 1 )
78. a. Los errores provienen de tomar la F(s) = + o F(s)=
1 2 3(s—1) 3(s—1)
+ .
3s—1 3s-—1

79. b. Laopcién a tiene intercambiadas las férmulas. Las opciones ¢ y d no
acomodan la fraccién correctamente y por eso falta la funcién sen 2.

80. c.

Propiedades de la transformada
de Laplace

Algunas integrales se complican mucho o se invierte demasiado tiempo en ellas,
aunque sean sencillas; por ejemplo: £{t4e’sent}; de ahi la necesidad de usar
teoremas que faciliten las operaciones.

Teorema 4

Transformada de la derivada de una funcion.
Si £{f(n}= F(s) > £{f ()} = sF(5)= £(0)
Demostracién: £{f(1)}= Je“"f’(t)dt

u=e", dv=f(t)dt
du=-se”"dt, v=f(1).

N0
e

st

+ s]:e’“f(t)dt
0

0

=—f(O) +s£{f(D}
=sF(s)— f(0)
Procediendo de la misma manera, obtenemos:
£{f" ()} = s*F(s)— sf(0)— £/(0)
£{f7 (1)} = 5F(5)=5* £(0)— 5f"(0) - £7(0), etcétera.
Generalizando:
S} =5"F ()= 5" 0= 5" f(0)= 5" f7(0) = ..~ f(0).

Esta igualdad se cumple siempre que f, f’, f”, -+, f" sean continuasen >0y
de orden exponencial o y, ademds, f" sea seccionalmente continuaen > 0.



Propiedades de la transformada de Laplace

—EJEMPLO 1

Usar este teorema para demostrar que:
1
£t}==.
(=
Sea: f()=t— f'(N=1y f(0)=0
— £{1}=5F(s)— f(0)=s£{t} - f(0)=s£{t}-0

Despejando: £{t} = 1;E{l}
s

— s s S

— EJEMPLO 2

,usar el teorema de la transformada de la derivada

Dada: £{sent}=

57+
para obtener £{cost}.
Sea f(t)=cost
— f(t)=—-sent y f(0)=1
£{-sent}=s£{cost} - £(0)

1—£{sent}=s£{cost}

£{cost} = M

1 1
=—|1-

s( s2+1j
1o+l

) s2+1
s

N sT+1

—EJEMPLO 3

mediante el teorema de la transfor-

Demostrar que: £{senhat}=— a =,
mada de la derivada. —a

Sea f(t)=senhat, f(0)=0,
f'(t)=acoshat, f'(0)=a,

f”(t) = a’senhat.

£{f”}=s"£{senhat}-0-a

35656
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a= (52 — a2)£{senhat}

a

£{senhat}=——
s’—a

— EJEMPLO 4

Hallar: £{rcoswt}.
Sean f(t)=tcoswt, f(0)=0

f/(t) =—wtsenwt +coswt, f/(0)=1
f7(t)=—w’ costwt — 2wsen wt,
= £{f"}=5"¢{f (O} - sf(0) - £(0)
— £{-wtsenwt +coswt} = s> £{tcoswt} -0 -1

2wt {senwr}= (52 +o’ )£{tcosmt} -1

20 2(» 2+1=(52+002);E{tcosoot}
N )
5°+ o’
— £{tcoswt}=<—)2.
s +w’)

— EJEMPLO 5

Resolver la siguiente ecuacién diferencial con condiciones iniciales.
3 5

n_ 2.7 =0 — ’O - —
Y=Yy y(0)=0, ¥'(0) 5

£} -3¢0} - £} =20}

2 ’ 3
SPE{y}-sy(0)—y (0>—5[s£{y}—y(0)]—£{y}=0

» 3 , 3 5
£{Y}{S _ES—1}= sy(0)—y (0)—5)/(0):5

52 o2
RTINS  C

P —=s—1 sP—Zs5—1
2 2

NOTA: Llamaremos £{y} = (s)
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Aplicando el método de fracciones parciales:

5/2 __A B _)le
1) s-2 1 " A=1
=2)| s+— s+
(s-2)s+1] ;
_ Lo
) 1
s+ —
2
£71 1 _ L — ezt _ e*I/Q
§=2 s+l
2
_ '.y=€2’ e—z/z

Teorema b
Transformada de la integral de una funcion. Sea f(t) una funcién seccionalmente

continua en ¢ =0 y de orden exponencial o, y si £{ f (t)} = F'(s), entonces,
1 1 1
£{ | f(T)dT} =—£{f(n}=~F(s)
0 s s
Demostracion:
Sea G(f) = j f(T)dT
0 t
, d
- G'()=—[ f(mdr=f()
0 dt 0
Ademés, G(0)= [ f(1)dr=0
Tomando transformada de Laplace:

£{G' (0} =s£{G(1)}-G(0)
=s£{G(r)}, de donde: £{G(?)} = %£{G'}

t t
= sje"’ (j f (T)d"r)dt integrando por partes:
0 0

U= j fmdr  dv=[edr
0

0

-1
du=f()dt v=—=e"
s

Tenemos: s[—le"" Jf (r)dal; +l.fe‘“f (1)dt }
S 0 N 0
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=F(s)
- £{G' (O} =F(s)

Pero, £{G(1)} = %£{G’(t)}

=1F(s)
s

— EJEMPLO 6

Hallar () mediante e teorema de la transformada de la integral, si

} =senht, entonces,

F(s)=

Sabemos que £ {

2
K

1 t
£ {m} = JO senhTdt = cosh 1, = coshr—1
s(s™—

— s f(t)=cosht—1

— EJEMPLO 7

20
Dada F(s) = ————
ada F(s) sz(s—Z)

integral de una funcién. Sabemos que £ {

hallar f(¢) usando el teorema de la transformada de la

0 } =20e%,

S —

20 ’
Ny { } - J20€2TdT —10e”
0

" =10 =10
s(s—2) 0

Y £_1 {m} = j(lOeZT - IO)dT
0
=5¢>" —107],

=5¢"-101-5,

Y >¢£! {%} = j(SeZT ~107-5)dr
0
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5
==’ - 5717 =51,
2

22627—51'2—51'—é
2 2

1 1
:5 - ZT_ 2_ __)
F([) (26 T T >

Como se puede comprobar, aplicando la transformada y reduciendo a comin
denominador, se observa que el teorema puede aplicarse sucesivamente.

EJERCICIOS 7.2

Usar el teorema de la transformada de la derivada de una funcién para encon-
trar F(s), dada f(?):

Respuestas:
1. tsen3t & >
(s2+9)
2
2. tcosht il +12
2
(s~1)
3. tsenh?2t a0 >
(s°~4)
65> =2
4. t’sent > S
(sz+1)
3_
5. t*cos3t 2 543s
(s2+9)
2
6. ’senht b5 +2

3t 0<r<1
t t>1

7. Sea f(1) :{

a. Hallar £{f(1)}

b. Hallar £{f"()}

c. (Secumple £{f'} =s£{f}- £(0) en este caso?

Dar las razones.

3 2 2 3 2
Respuestas: a. ——e’ (— + —) b.———e"’
s

S S2 s S
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# 0<r<1

0 resto

8. Sea f(1)= {

a. Hallar £{f (1)}
b. Hallar £{f”}
c. Justificar £{f”}# s*£{f}—s£(0)— £/(0)

2
Respuestas: a. e’ [—l _2_ gj + 2 b. —

N

Usar el teorema de la transformada de la infegral de una funcién para encon-
trar f(r), dada F(s):

11. £

-2 1 t
. £ L —(sen2t—cos2t+1)——
12. £ > 2 5

{
|
|
v o) e
Fe
|
{

14. £ ! 7 e’—ﬁ—t—l
s (s—1) 2
1 1
15. £ % —senh3r——1¢
S (s —9) 9 3
4 1
16. £ # —(1—cos4t—sen4t)+£
s* (s> +16) 16 4
17. £ 274 2 20 2
s’ (s+a) a’ 2 a a

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales, con valor inicial, usando la
transformada de Laplace:

Respuestas:
18. y'+y=0, y(0)=1 y=e"
19. y"+4y=2, y(0)=0

1
V(0)=0 y=5(1—0052x)



Propiedades de la transformada de Laplace 361

20. y"—-9y=0, y(0)=1 y=cosh3x
y(0)=0
1 X
21. ,_2 =X, O =0 = — Zx_l E—
y' =2y=x, y(0) y 4(6 ) 5

22. y’+16y=4, y(0)=1

3 1
, y=-—cos4x+—
y'(0)=0 4 4

En los siguientes ejercicios, elegir la opcion correcta. Con el teorema de la
transformada de la derivada, hallar F(s):

23. %™ 24. tsen5t
a. 2 a. L
(s—2) (s> +25)
, 2 , 10s
(s_2)2 s> +25
1 s
© (s=2f - (s> +25)
1 s
¢ (s—2) ¢ i
25. t’sen’t
25> —24s
(s2+4)3
Des
(52+4)2
2_2s3—24s
s’ (sz+4)3
1 s-12s
s’ (s2+4)3

Usar el teorema de la transformada de la integral:

N L3
26. £ {sz(s—l)} 27. £ {m}

a. e'—1 a. 3(senhz—1)
b. e'+1-t b. 3cosht
c. e+l c. 3(coshr—1)

d e —-1-t d. 3senht
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4 s+1
28. £ {s2 (s2 +4)}

1 1
a. —(t — —sen2tj
2

b. —(1—cos2t+tsen2t)

—

N

c. l(1—cos2t)+lt—lsen2t
4 4 8

1
d. —(1—cos2t
! (1-cos2)
Resolver mediante transformada de Laplace.

29. y—y=0, yO)=m
o
s—1

b. we'

a.

o
c. ——
s+1

d. qTeft
30. y7+25y=3, y0)=1, y(0)=5

a. cosSt+senSt

22 3
b. ——cosSt+senSt+—
25 25

3
. —|(l—cos5t
d. cos5t—sen5t

Respuestas:

23. a. La opcién b contiene la transformada de 2¢e’. La opcién ¢ la de te”'.

1
La d contiene la de §t2e2’.

24. a. La opciodn b contiene la transformada de 10cos5¢ . La opcién ¢ la de
1 .
Etsen 5t. La opcidn d representa la de cos5t .
25. d.La opcién a contiene la transformada de ° cos2¢ (paso intermedio de
la correcta solucién). La opcién b contiene la de Zsen 2t (también es

un paso intermedio). La opcién c lade #* —1* cos2¢ (;serd también un
paso util para llegar a la solucion correcta?).



Resoluciéon de ecuaciones diferenciales mediante la transformada de Laplace...

1
26. d. Laopcion a contiene la transformada inversa de (—1) La opcién b
s(s—

aplicé mal los limites de la integral. La opcién ¢ contiene los dos
errores anteriores.

27. c. Laopcién a equivocé las férmulas. La opcién b contiene la transfor-

mada inversa de

-—— . La opcidn c los dos errores anteriores.

s —

2 . . 1
28. c. Laopcién a contiene la transformada inversa de ﬁ solamente.
sT(s”+
La opcién b tiene un coeficiente equivocado. La opcidn d contiene la
1 . .
de ——— (laay d son pasos intermedios).
s (s +4

29. b. Laopcion a representa la F(s) a la cual se le debe aplicar la transfor-
mada inversa. La opcién ¢ no aplicé correctamente el teorema de la
derivada de la transformada y ademds estd incompleta. La opcién d
contiene el error de la ¢ aunque ya esté completa.

30. b. La opcién a contiene una parte de la solucién. La opcidn ¢ represen-
ta la otra parte de la solucién. La opcién d supone que la ecuacion es
y’—=25y=0, para y(0)=1y y’(0)=5.

Resolucion de ecuaciones diferenciales
mediante la transformada de Laplace
usando fracciones parciales

Método de fracciones parciales para encontrar la transformada inversa.

En otros ejercicios pueden aparecer otros factores en el denominador. Estudia-
remos:

1. Factores lineales no repetidos.

2. Factores complejos no repetidos.
3. Factores lineales repetidos.

4. Factores complejos repetidos.

Factores lineales no repetidos

G G A .
ﬂ donde ﬁ =——+W(s), porque H(s) contiene un
H(s) H(s) s—a

factor (s — a) que por ser lineal tendrd como numerador una constante. W(s) re-
presenta las restantes fracciones parciales. Para determinar el valor de A, tene-

mos tres OpCiOHCSZ

Estudiaremos £~ {

a. Usando fracciones parciales (segin se estudi6 en calculo).
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b. Usando limites:

G(s)
Como (s—a);tO—)(s—a)H(Z) =A+(s—a)W(s)
(1 G(0)
Sea Q(s)—(s a)H(s)

—0(s)=A+(s—a)W(s)

Tomando el limite cuando s — a, vemos que H(s) no se hace cero porque
contiene un factor (s — a) que se puede cancelar con el que estd multipli-
cando; por tanto, existe el limite.

1im Q(s) = lim A+ 1im (s — a) W (s)

|

cero

~0(a)=A,

-1 & _ at -1
y £ {H(s)}_Ae +£{W ()}

c. Usando derivadas (desarrollo de Heaviside).

G
Sea Q(s) = (s - a) H(Si que da A en el limite, como acabamos de ver,

s

G(s)
H(s)

S—da

- 0(s)=

I . G(s)
eA—EgI}Q(S)_kgl@

s—a

1im G(s)
A — S—a
1im 1)
s—a §—

El limite cuando s — a produce una forma indeterminada que puede des-
truirse mediante la regla de L' Hopital:

4. Gl _G@a
11,mH’l(s) H'(a)

EJEMPLO 1

Resolver la siguiente ecuacion diferencial por medio de la transformada de
Laplace.

¥y’ =2y =3y=4 para y(0)=1, y'(0)=~1



Resoluciéon de ecuaciones diferenciales mediante la transformada de Laplace...

£{y” -2y -3y} =£{4}

7Y (s)— sy(0)— y’(0)—2sY (s)+2y(0)—3Y (s) = i
S
2 1 50)+Y(0)—2(0)
Y(s)=4 -
s —2s-3

_ 445> —5-2s _ 57 =3s+4
s(s2—2s—3) S(s+1)(s—3)

La solucién de la ecuacion por el método de las derivadas sera:

2_

y=£" _sTmshd =Ae” + Be™' +Ce™
s(s+1)(s—3)

_GO B= G(=1) C— G(B3)

—> A , B= ,C= .
H’(0) H'(-1 H’'(3)

Ademas,

G(s)=s"-3s+4
H(s)=s"—2s>=3s
H'(s)=3s"—4s-3

3 4 2 3

|
—_

4 1
Ly=——+2e " +—e.
3 3

Comprobando por el método de fracciones parciales.

$-3s44 A B C
s(s+1)(s—3)_s s+1 s-3

s°—3s+4=As*—2As—3A+ Bs*—3Bs+Cs* +Cs

A+B+C=1 A:_ﬂ

3
—2A-3B+C=-3; B=2
1

-3A=4 C=—.
3
Comprobacién por el método de limites.

57 =3s+4 4

T (+)(s-3)| . 3

s=0
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s?—3s+4 8
= :—:2
s(s=3) |_, 4
s —3s+4 _i_l
_ s(s+1) |_, 12 3

— EJEMPLO 2
Resolver y” -2y —3y=¢', y(0)=2, y'(0)=4.
52 (5)— $(0) — y'(0) — 25¥ (5) + 2y(0) — 3¥ (5) = ﬁ
25* =25 +1

(s - 1)(s - 3)(s + 1)

L 28 =2s+1
£ 3 2
s —3s"—s+3

Y(s)=

} = Ae' + Be*' +Ce™'

G(s)=2s"—2s+1

H'(s)=3s"—6s5s—-1

_ G __1
H'(1) 4
_GB) _13
H'3) 8
C= G(-1) _§
H'(-1) 8

1, 13, 5

y=——e +—e +—e
— 8 8

Factores complejos no repetidos

@ _ at -1
H(S)}—Ae +£7{W(s)}

Cuando a es complejo, entonces,

Tenfamos que £ {

a=a+iBya=o-if

Si s—a es factor de H(s) tambiénloes s—a.

.GGks) A N B
“H(s)_s—a s—

—+Wi(s)
a



Resoluciéon de ecuaciones diferenciales mediante la transformada de Laplace...

Donde los coeficientes de G y H son reales,

_ -1 & _ at at -1
yy=£ {H(s)}_Ae + Be" +£7 {W(s)}

Como ¢ = ™" = ¢“e™ = ¢ (cosBr +isenPr)
y e =e*(cosPt—isenft)
— y=Ae“ (cosPt+isenBt)+ Be" (cospt —isenPt)+ £ {W(s)}
=e“[(A+B)cosPr+i(A— B)senpt]+ £ {W(s)}.
Por el andlisis del caso anterior tenfamos:

A:Q(a):Q(OL+iB)=Q1 +iQ2a Qw Qz eR

y B=0@)=0(a-iB)=0,-i0,, 0,0, R
Sumando y restando las dos ecuaciones:
A+B=2Q,
A-B=2iQ, —»i(A-B)=-20,
Sustituyendo estas nuevas constantes:

y=e" (20, cospt—20, senpr)

o {i+ B_ + W(s)} =
S—a

S—a

2¢% (Q, cosBt — Q, senPt )+ £ {W(s)}.

—EJEMPLO 1
Resolver: y"—2y"+2y=0, y(0)=0, y'(0)=1.

$2Y (5) = sy(0) = y'(0) = 2sY (s) + 2y(0) + 2Y (s) = 0

5y(0)+ y(0) — 2y(0) 1
Y = =
(*) §*—2s+2 (s—1-i)(s—1+1i)
Tomamos: Q(s)= -, entonces,

s—1+1
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368 Capitulo 7 Transformadas de Laplace

1 1 i i 1
1—|— = =t = —— :O’ =——,
R e T I

Como s =

2+J4-8 2+2i LR
= =]x
2 2 B=1

y=2e' (0 - (— %)sent)

— s y=e'sent.

—EJEMPLO 2
Resolver: y”"+4y +5y=1, y(0)=0, y’(0)=0.

szY(s) —sy(0) =y (0)+4sY (s)—4y(0)+5Y (s) = l

1 s

s

1 1

Y(S):S2+4S+5:s(s2+4s+5)_s(s+2—i)(s+2+i)

para s=-2%ti, a=-2, p=1

1 1
=—F—=—>0(2+0)=
y Q) s(s+2+i) Q(2+1) (—2+i)(-2+i+2+i)
1 1
=——+—i
10 5
para s=0
0(s)= 5 00)=——=1
(2-i)(2+i) 4-i* 5
Ly= l+2€’2’(—icost+lsent).
— 5 10 5

— EJEMPLO 3

Resolver: y”+2y" +2y=2cos2t—sen2t
para y(0)=0, y"(0)=0
25 2

5°Y (5) = sy(0) — y'(0) + 2sY () — 2y(0) + 2Y (5) = — -
s"+4 s°+4
2s—2

s +4 252
s2+2s+2_(s2+4)(s2+2s+2)

Y(s)=

_ 25 =2
(s=2i)(s+2i)(s+1-i)(s+1+i)

ambos factores tienen raices complejas.



Resoluciéon de ecuaciones diferenciales mediante la transformada de Laplace...

Para s> +4, s=%+2i, a=0, B=2,

Para s* +2s+2, s=—1+i, a =—1, B =1, tomaremos una Q(s) para cada raiz.

Para s =2i:
252
O = )5+ 1-0)(s+1+1)
0020 = 2(2i)-2  4i-2  4i-2
S 4i(i+1)(3i+1)  (-2+4i)4i -16-8i
_2i—1  -8+4i
84 -8+4i
~20i 1
= =200 =
para s=—1+1i
25 -2
O = 25— 2i)(s + 147)
o 2(1+i)-2 4420 —442i
D= C-)(2) (a-2i)2i 4+8i

_2+i2-4i _10i _1
2+4i2-4i 20 2

. 1
l%Q1=Oa Q2=5

1 1
y=2e" (OcosZt + Zsen2t) +2e’ (OCOSZ‘ - Esent)

1 ~
Sy= EsenZt—e sent.

Factores lineales repetidos

Si H(s)=(s—a)", entonces, segun la teoria de fracciones parciales tenemos:

G(is) A, N A

4 4
= m — ..+ >+ +W(s)
H(s) (s—a) (s—a) (s—a) s§—a

A tm_l
Pero £ { ( - y } =A e (=11 por definicién de transformada de Laplace.
s—a m—1)!

-1 @ _ at ! "2 ﬁ o
—£ {H(S)}—e (Am(m_l)!+Am_l(m_2)!+...+ T +A1]+£ {W(s)}.
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370 Capitulo 7 Transformadas de Laplace

G(s) m
Sea Q(s)= s—a
0(9)=— (s)( )
—>Q0)=A +A _(s—a)+A, ,(s—a) +..
+A(s—a)" P+ A (s—a)" " + W(sXs—a)" (1)
Tomando el limite cuando s — a, todos los sumandos, menos el primero, se
anulany Q(a)=A4,.

Derivando los dos miembros de (1) con respecto a s encontraremos A |y
con sucesivas derivaciones, obtendremos el resto de las constantes.

Q(s)=A, +24, ,(s—a)+3A, ,(s—a) +...
+m—1DA,(s—a)"> +mW(s)s—a)""
Tomando el limite cuando s — a:

- 0(@=A4,,

m—1

mQ’(s)= A

Q"(s)=2A, _,+6A ,(s—a)+..

Q"(a)=2A,,—>A, = Q;(“)
Q" (s)=6A, ,+...
Q"(a)=6A,, > A, = Q’;(a)’ etcétera.
y en general
A = Q(Z‘(“) k=0,1,2,3, ... m—1.

— EJEMPLO 1

Resolver y”+6y” +12y" +8y =1
Para: y(0)=4, y’(0)=-12, y”(0)=34.

5°Y (5)— s>y(0) — 5y"(0) — y”(0) + 65°Y (5) — 65y(0) — 6'(0)
+125Y(s) = 12(0) +8Y (s) = 0

45 +125+10 45’ +125+10
7 +65>+125+8 (s+2)3

Y(s)=

Aqui: a=-2

t2
eyzez’[A3E+A2t+A1]



Resoluciéon de ecuaciones diferenciales mediante la transformada de Laplace... 371

Como siempre tomamos como Q(s) la parte de Y(s) donde no est4 el factor
raiz del denominador; aqui, Q(s) es:

O(s)=4s>+12s+10
Q'(s)=8s+12
Q"(s)=8
YA =0(-2)=16-24+10=2
A =0Q'(2)=-16+12=—4
_0"(2)_8

24
2 2

A

2
yi)=e™ (2%— 4t + 4]

- ayy=e? (1=2)

— EJEMPLO 2

Resolver y”+y=t para y(0)=0, y(0)=0.

$2Y (5)=sy(0) =y’ (0)+ Y (s) =

N

tenemos un factor real repetido s =0 y un factor complejo s° +1.
1
s7+1

como solo esta repetido dos veces, solamente se necesita la primera derivada

Para el factor s =0— Q(s) =

—2s
Q®)=""7—"3
(s2 + 1)2
y la forma de la solucién es:
y= eO’(A2t+A1)

donde A, =Q(0)=1y A =0Q’(0)=0.
Para el factor s =i [porque s* +1=(s—i)(s+1)]

1 N L B _1
Q(S)—m%Q(l)—zﬁQl—O, Q2_2’
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y la forma de la solucién es
ot 1
y=2e"| Ocost— Esent .
Entonces,

1
y=e" (At +A)+2e" (—Esentj

— s y=t—sent.

— EJEMPLO 3
Resolver y"—6y"+9y=0 y(0)=1, y'(0)=2.
Y (5) = 5y(0) = y'(0) = 65Y (s) + 6y(0) +9Y (s) = 0
s—4
(s=3)"

—>y:e3’(A2t+Al)

Y(s)= a=3

O(s)=s-4—A,=003)=-1

Q(s)=1 A =1

— y=e3’(—t+1).

Factores complejos repetidos

:G(s): A, + A +..+ 4 +Al +
H(s) (s—a)m (s—a)mil (s—a)2 §—a

Sea

m—1 m=2
N £_1 G(S) — eat Am ! + Am—l ! +...+ A2t + Al
H(s) (m—1)! (m=2)!

B tmfl l,m72 ~
+e‘”(Bm (m—l)'+B’”" (m—2)'+"'+th+Bl) +£ 1 {W(s)}

Esto puede expresarse en forma condensada:

A B P _
£—l k + k — A at + B at
{@—ay (s—ay} (k—UK "+ Be")



Resoluciéon de ecuaciones diferenciales mediante la transformada de Laplace...

k-1

(kt D [A e“ (cosPBr+isenPr) + B, e“’(coth—zsenBt)]
eatl,k 1
_ (k 1)’[(A + B,)cospt +i(A, — B )senpt]
Parak=1,2,3, ...,

Como A, =0Q,, +iQk2 y B, =0, 0,
para le’ ka eR

Sumando y restando, tenemos:
A +B, =20,
A —B, =2iQ,, y i(A - B)=-20,,

2eattk 1

—y() = (k— 1)'(Qk1 cosPr—Q,,senB1).

Caso particular: m=2 y W(s)=0

at 0

= y(t)= zeT(Qn COSBt_le senf3 1)

k=1

zeattl

(Qzl cos B[ - szsen Bt)

k=2

S y()=2e"[(Q,, +1Q,,)cosPt — (Q,, +10,,)senPt].

—EJEMPLO 1

Resolver y”+ y=2cost para y(0)=2, y'(0)=0.

2 ’ 2
s7Y(s)—sy(0)—y (0)+Y(s)= 2s
’ s +1

2s3+4s
Y()_S +1 — -
s +1 (s2+1)

— s> +1=(s+i)(s—i)— s==i, donde a =0, B=1,

—+2s

— y(t)=2¢"[(Q,, +1Q,,)cost — (Q,, +1Q,,)sent].

Para s=1i:
25> +4s
(s+z)2

Q(s) =
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0@)= >
: D

. 1
Como A, =0,,+i0,, > 0,,=0,0,, = 5
Para encontrar A, tomamos la primera derivada:

25’ — 454657 +4i
(s+i)’

Q'(s)

PP —4i+6i" +4i
(2i)
A=0,+i0,—0,=10,=0,

1

2
Q0'(i)=

y(t)= 2[(1 +0)cost— (0 — %t)sent}

— soy(t)=2cost+tsent

— EJEMPLO 2

Resolver: y”+y=2(cost+sent), y(0)=0, y'(0)=-1.

Y (5) = 59(0) = y(0) + Y (s) = 2—

+5
s+l 57+

25 +2
v 241 2542-s5"—1 25-5"+1
(S)— 2 - 2 2 - 2 2
s7+1 (s +1) (s +1)

donde s==i, a=0, =1
— y(t)=2¢"[(Q,, +1Q,,)cost — (Q,, + 1Q,,)sent ]

2s—s" +1

0(s) = >
’ (s+i)

L~ 2i—i+1 2i+2 1 1,
Q)= =T
(2,’) —4 2 2

) 1 1
A, =0, +i0,y, > 0, :_5’ 0,, :_5'
i—2si—2s—2

2
Q'(s)=

(s+i)’



o 2i=2i*=2i-2
Q()=——5—=0

(2i)

A=0,+i0,, 0,=0,0,=0.

y= 260’[(0—%t)cost—(0—%t)sent}

(e en]
y=2| ——cost+—sent
2 2

- s y=t(sent—cost).

Derivacion de transformadas

Derivacion de transformadas

Teorema 6
Si £{f(0}=F(s)
= £{if (O} ==F'(s)

Demostracion:

oo

F(s)= e f(tdt

0
Diferenciando respecto a s:

oo

‘ 8
e f(£)dt = js—seﬂ’ F(B)dt

0 0

dF_d
ds ds

= oj—te’“ f()dt
0

oo

=—[e " ()t
0
=—£{if (1)}

Generalizando:

el(-1) f}=F"(s)
Asi, paran=2:

S E{L O} =F"(5)
Para n = 3:

- £{t3 f (t)} =F""(s), etcétera.
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376 Capitulo 7 Transformadas de Laplace

— EJEMPLO 1

Encontrar £{t coswt } usando este teorema:

N

d
£itcoswty=——
L ot} ds s’ +*

2 2 2 2 2
sSTtow —2s s —m

_ (s2+u)2)2 (s2+032)2.

— EJEMPLO 2

Hallar £{tzsenh at}.

Por el teorema de la derivada de la transformada:

£{t2s.enh at} =F"(s)

Como F(s) =———, entonces,
, —2as ” —2as® +2a’ +8as’
F(s)=-———=, Fl(9)= 5
(s’-a’) (s*—a’)
6as’ +2a’
~.£{t’senhat} = a8 Tad
2 2
— (s*—a)

Integracion de las transformadas

Teorema 7

Sea f(#) una funcién que satisface las condiciones del teorema de existencia y

f@

thrng existe, y ademas £{ f (t)} = F'(s), entonces,
£{M} = TF(O’)dO’
t N
Demostracion:
Sea G(r)= U0 — f(t)=1tG().

t
Tomando la transformada a ambos lados y aplicando el teorema de la derivada

en el segundo miembro:

e[} = —%fz{G(t)}



Integracién de las transformadas 377

Entonces, F(s)= —Cfi—G, integrando:
s

g()==[ f(@)do = [ f(@)do
£{@} = If((r)dO'

— EJEMPLO 1

Dada F(s)= encontrar f(¢) usando integracion de la transformada:

)3

'—:8
/\
=}
I | =
Q
N—

8]
—
I

—_
>
L=
S
N—

y como f(t)=t£" {jF(o)do}, entonces,

—1 1 _ at
£ {(s—a)z}_)y(t)_e (th+Bl)

0(s)=1->0(a)=1 B,=1 _ o a
0'$)=0-Q@=0 B =0[""="
f(t)=t(te‘”)

— o f)=1e”.

— EJEMPLO 2

Hallar: £{sen3t}. Como £{sen3t}=
t

2ot T
t , 9 3 2 3

— EJEMPLO 3

Hallar f(r) dada F(s)= 4 , usando los teoremas convenientes.

s+
ni 4 =In(s+a)—In(s+b); —i[ln(s+a)—ln(s+b)]=
s+b ds
__ 1 + 1 % £_1{1ns+a}:l(e_bz_a—at).
— st+a s+b s+bl t



378 Capitulo 7 Transformadas de Laplace

EJERCICIOS 7.3

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales usando transformada de Laplace.

Factores lineales: Respuestas:
1. y'+3y+2y=0 y=-2e" +3e”’
y0)=1, Y (0)=1
2. y'—4y=0

y= l(costh - 1)
¥y0)=0, y(0)=0 2

” 5 4 I8

3. Y=Y +y=0 y=el?
L
yO) =1, y(0)= >

4. y'=2y'=3y=0 ST
y0)=3, y(0)=2 4 4
I/_ ,_ — 2 1
5. y"-8y"-9y=0 yzée_’+—3e9’——0
y(0)=0, y(0)=4 5 45 9
6. Y -6y +8y=2¢ y=2¢" —2¢"
y0)=0, y'(0)=2
I//_ /I_ 7 — 3 5 1
7.y 3y’ y'+3y 3 y=oe 2Ly
y(0)=y"(0)=0, y"(0)=2 8
S. y///_y//_4y’+4y=e*f yzleft_let_ie%t_i_iezt
y(0)=y(0)=y"(0)=0 6 6 12 12
9. y"=2y —5,y +6y”=0 y=2¢' — e 4 Lo
y(0)=2, y'(0)=y"(0)=1 5 5
10. y _9y +26y _24)7:1 y:Ee—t_let_ie—zz_i_iez;
y(0)=y'(0)=y”(0)=1 4 6 12 12
Factores lineales repetidos: Respuestas:
11. y"+y —2y=1-2¢ y=e —e X +1
y0)=0, y'(0)=4
12. y”+y’_2y=l‘et y:e’(lt2—1t+i)—ie2’
y(0)=0, y'(0)=0 6 9 27) 27
”_ ’ — 1 1
13. y"-2y"+y /te S
y0)=0, y'(0)=0 6

14. Y7 +3y"+3y' +y=¢ y=e"(—t3+—t2+t)
¥(0)=0, y(0)=y"(0)=1 6 2



15.

16.

17.

18.

19.

20.

y” —4y=senh2¢
y(0)=0, y(0)=1

Y +2y' +y=t+3
y0)=1, »y'(0)=0

V' =4y +4y=te*
y©0)=0, Yy (0)=1

Y/ +6y"+11y +6y=€"
¥(0)=y(0)=0, y"(0)=4
y’=1, y(0)=2
Y(0)=y"(0)=y"(0)=0
Y’ —4y"+5y" -2y =—6e"
y(0)=y(0)=0, y"(0)=4

t

t

Integracion de las transformadas

1
y= 3 senh2¢ + —tcosh2¢
8 4

t

y=t+1—te

t
==—qp7
V=24

y=e'(3t* + 6t +6)—6e”

Factores complejos no repetidos. Verificarlos por dos métodos: a. Comple-
jos, b. Por las féormulas bésicas.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Yy +4y +5y=0
y(0)=0, y(0)=1

y' =4y +13y=0
y0)=0, y(0)=0
y' =6y +13y=2

y0) =1y (0)=1

Y =8y +17y=¢'
y0)=1, y(0)=2
y'+4y' +5y=t
y0)=1, y(0)=-3
vV +29y” +100y=0
y(0)=y(0)=y"(0)=0
y7(0)=4

y¥ —2y”+10y” —18y’+9y=0
y(0)=y(0)=0
y'(O)=1 y"(0)=4
Yy —y=0 y(0)=2
Y(0)=-1, y"(0)=4
Y7(0) =2

Respuestas:

y=e'sent

2
y=e* (COS3t - gsen?)t)

2 . (9 17
y=—e€ +e —COSt——sent
13 10 10
_2,(29 2 ) t 4
= —Cost——senft ([+———
25 5 5 25

4
y=-—sent———senSt
21 105

.2, 2 3
y=te' +—e ——cos3t——sen3t
25 25 50

9 , 3, 1
y=—e'+—e' —cost+—sent
4 4 2
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380 Capitulo 7 Transformadas de Laplace

29, y"=2y"+y -2y=0 y=e" +4cost
y(0)=5, y'(0)=2, y"(0)=0
Factores complejos repetidos: Respuestas:
30. YV -2y"+y=0
y(0)=y(0)=0 y=tcost—sent+tsen3t

y'(0)=2, y”(0)=-2
31. yV +8y"+16y=0
y(0)=1 y=cos2t+tsen2t
y'(0)=y"(0)=y"(0)=0
32. y’+y=sent
y0)=2, y(0)=1
33. y"+9y=cos3t
y(0)=y(0)=0
34. y"+25y=2sen5¢
y0) =1, y(0)=0
35. YV +8y"+16y=0
¥(0)=y"(0)=y"(0)=y"(0)=0

1 3
y=2c0st——tcost+—sent
2 2
—ltsen3t
r;
1 1
y=cos5t——tcost+—senSt
5 25
3 3 1,
y=—sent——tcost——t'sent
8 8

En los siguientes ejercicios, usar el teorema de la derivada de la transformada
para encontrar F(s).

Respuestas:
36. £{rsenh3t} ( 26S )2
s =9
3 at 6
37. £{l€ } m
38. :,E{t2 COS® t} ?;ﬁo;
st 4w
39. £{r’ cosh2 1} isz;z‘;f
s*+4
- 120
40. £{re} T
25 +150s

a1. £{r*cosh5 1} o 2s)
P



42,

43.

44.

45.

Usando el teorema de la integral de la transformada, hallar F(s).

46.

47.

48.

49.

50.

S1.

52,

£{rsent+tcost}
£{t3 cos?2 t}
£{te'sen wi}

£{te" cosh t}

£{senh t}
t

£{cosat—cosbt}
t

Demostrar:

—6t
dt =In2

jwe’” —e
0 t
Hallar:

«Cc0SOt—cos4t
[fos6i=cosdt
0 t

Probar:
sent di = m
o 0 2

£{sen4t}
t

s2+2s—1
(s2 +1)2
6s* —1445* +96
4
(s2 +4)
Zw(s—l)

2 2
[(s-1) +w2]
s2+2s5+2
(s2 +2s)2

Respuestas:
1 s +1
2 s—1

s+b

In
s+a

1. s*+b°
—In ——
2 s +a

lnz
3

™ 8
— —tan  —
2 4

En los siguientes ejercicios, elegir la opcién correcta.

53.

y'=6y’+8y=1, y0)=1, y'(0)=7

3
a. _e4t_leZt
2 2
b Lo Loy 2l

e
8 4 8

Integracion de las transformadas
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382 Capitulo 7 Transformadas de Laplace

21
c. —e‘”—zez’
8 4
d. 1—§e2’+&e4'

4 8

54. v —y" -4y +4y=3¢", y(0)=0, y(0)=y"(0)=1
1631 le—2t_£ 2z+i '

let Ee—Zt_l 2t+i 3t
6 60 4 10
55. v -4y =te™, y(0)=y(0)=0

1 1
a. —e* ——e +te!
36
~t 1 —t
b. te'+—e¢
3
1
c. —e——e" +te”!
36
1 2 1 1
d e'|——t+=|+—e* ——¢
3 9) 36 4

(1 7) ro1
a. e’ | -——t|+—-——

1
d —|1-Tt*(t-1
17 a-1)]
57. y"+36y=0, y(0)=2, y(0)=3
a. §e6’+§e_6’
41 4
b. —Ecos6t—2sen6t

c. 2cos6t+lsen6t

d. 366’ +§e’6t
4 T4
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Integracion de las transformadas

58. y"+4y' +5y=¢", y0)=1, y(0)=0

[ 17 9
a. e*'|—cost+—sent
10 10
b. &* i(:ost—ﬂsaanz‘ +ie’
20 20 10

20

o 9 17
c. e'| —cost——sent
20

d -2t 9 17 1 t
. e —CoSt+—sent H+—e
10 10

59. y’+y=cost, y(0)=y(0)=0

1

a. 2tcost+—tsent
2
1

b. 2cost+§tsent

1
c. —tsent
2

1 1
d. —sent+—tsent
2 2

Usando el teorema de la derivada de la transformada:

60. £{t3sen 1}
65> =2
(s2 + 1)3
245 —24s’
<s2 + 1)4
245” —24s
(sz + 1)4
265’
‘ (s2 + 1)3

62. £{te” cosh 3t}

61. £{t2 cost+ tzsent}

25 —6s

(s2 1 1)3

2(s" +3s” —3s-1)
(s2 +1)3
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s?—4s+13

c. —
<s2 —4s—5)
25 +54s

(-9)

Usando el teorema de la integral de la transformada:

63. £

a.

b.

C.

d.

. £{m}

{cosht —cosh Zt}

No existe porque In s, cuando s — oo, s oo
s*—4
s7—1
s*—4
s*—1
1. s°—4

—In
|

In

2In

t

a. m—tan™'2s
T _
b. ——tan'2s
2
m =il
c. ——tan s
4
d. w—tan's
Respuestas:
- . . 1
53. b. La opcién a tiene el error de co(l;a(s(lﬁerar £{l } =0en vez de —. La
s
opcidn ¢ se olvidé de computar H(0) La opcidn d aplica otras con-
diciones iniciales.
54. d. La opcioén a tiene desordenados los coeficientes. La opcién b olvidd
. 1 .
pasar el denominador el factor s—3; £{e3’ } =—— La opci6n ¢
contiene los errores de a y b. s=3
55. d. La opcién a no considera el factor lineal repetido (s +1)*. La opcién
b, ademés de tener equivocados los coeficientes, no considerd los
factores (s—2) y (s+2). La opcién ¢ también tiene el error de a y
los coeficientes intercambiados.
56. d. Laopcién a tiene intercambiados los paréntesis. La opcién b, como la

t
¢, confunden los factores y para e* debe ser 573) asi como para
¢” debe ser —— St

s



Funcién escalén unitario

57. c¢. La opcién a toma los factores complejos (s = 6i) como reales (s =
6). La opcién b tiene intercambiados los coeficientes. La opcion d
tiene los errores de a y b.

58. d. La opcién a tiene intercambiados los coeficientes e incompleta la
solucion (falta el factor s — 1). La opcién b no aplicé bien la férmula,
falté multiplicar por 2 la exponencial. La opcién ¢ contiene los erro-
resdeay b.

59. ¢. Laopcién a supone que Q,, = 1 y debe ser cero. La opcién b supone

que Q,, = 1 y debe ser cero. La opcion d supone que Q,, =— y debe
Ser cero. E

60. c. La opcion a contiene F”(s) en vez de —F”(s). La opcién b no con-
sider6 el cambio de signo. La opcién d contiene los errores de a y b.

61. b. Las opciones a y c tienen sé6lo £{t2 cost} y £{tzsent}, respectiva-
mente. La opcién d equivoca los signos del numerador.

62. c. La opcién a estd incompleta, le falta aplicar el primer teorema de
traslacién. La opcién b toma £{t2e2’ cosh St}. La opcién d contiene

los errores de a y b. ,

-1
63. d. La opcién a no considera el cociente In 62—4, cuando @ — eo, apli-
gl —
cando laregla de L’Hopital queda In1= 0. La opcién b no completd

. . h ¢ — cosh2¢
adecuadamente la integral. La opcién ¢ da 4£ {w}.

64. b. Laopcion a considera que el resultado de la integral es 2 tan™" 2U|:°. La

. | R . .
opcidn ¢ supone que es —tan~ o . La opcion d contiene los errores de
ayc. 2

Funcion escalon unitario

Esta funcién es un elemento bésico para representar fuerzas discontinuas o im-
pulsivas, como las vibraciones en sistemas mecdnicos o algunas situaciones en
circuitos eléctricos.

Definicién 7.5

La funcién escalon unitario U(t — a) [0 también Ua(t)] se define:
0 t<a

1 t2a, a=20

U(t—a)={

Sia=0—
0 r<0

vm=t,0= {1 120

3856



386 Capitulo 7 Transformadas de Laplace

U(r) U@
Ar 4
! — I—

i
j
. < > !

a

Figura 7-4.

Frecuentemente esta funcién se presenta combinada con otras. Vedmoslo en el
siguiente ejemplo:

— EJEMPLO 1

Sea la funcién y= f(t)=t>

Observar cuidadosamente las siguientes gréficas:
a. f()=¢

b. f(t)y=1> t=0

c. f(t=3)

d.U(t-3)

e. f(t=3)°U(t-3),t=0

<

Fi a 7-b.
| Figur
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Se ve claramente que la funcién escalén unitario es de orden exponencial o, y
seccionalmente continua, entonces existird su transformada de Laplace.

Definiciéon 7.6
Transformada de U(t — a)

t{ut-a)}= Lo
S

Puesto que por definicién de transformada tenemos:

£{UGt-a)} = [ Ult—a)dt = [ 0dt+ [ 1dt
0 0 0

T=0+ le_“s

a S

g
N

EJEMPLO 1
Hallar la transformada de Laplace de U(r—3)+U(t —2)

ue-3)+U@-2)}= Levve)
N

—EJEMPLO 2

Dada la siguiente grafica:
1. Expresarla como y= f(¢).
2. Expresarla en funcién de escalén unitario.
3. Encontrar su transformada.

»

et W e

Figura 7-6.
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0, O0<r<l, >3
1. f()y=9 1, 1<t<?2
-1, 2<t<3
0 t<a

2. Recordemos que U(t—a)=
1 t2a, a=20

Observamos que para t=0, =1, t=2 y t=3, tenemos:

U(t)_{o <0

1 t>0

U 1)_{0 t<l1

1 t>1

0 t<?2
U(it-2)=

1 t>2

0 t<3
U(it-3)=

1 t=>23

En t=0, f(1)=0, — 0.U(0)

Enr=1, f()=1, —» 1.U(¢-1)

Ent=2, f(t)=-1, —» =-2.U(-2)

En =3, f(1)=0, — 1.U(t-3)

En ¢ =1, se multiplica 1.U(z—1), porque es 1 lo que vale el brinco de
f(®)=0a f(r)=1

En =2, se multiplica por (—2) porque la f(¢) desciende dos unidades.

En =3, se multiplica por 1 porque f(¢) asciende una unidad.
> fO)=U¢-1)-2U(t-2)+U(-3)

=U,(t)-2U,()+U, ()

3. £{f)=(e" 2 +e™)

N

EJEMPLO 3

Dada la siguiente gréfica:
1. Expresarla en funcién de escaldn unitario.

2. Encontrar su transformada.



Funcién escalén unitario

y
+
11 —
f T — » !
1 2 3
Figura 7-7.
0 0<r<1
y()=<t—-1 I<t<?2
1 t=>2

1. f(O)=0U,()+@-DU (t)—(@-DU,(t)+1.U,(t)
(t—1DU,(r) produce la recta con pendiente 1 prolongada hasta el infi-
nito, y como en ¢ =2 se trunca, por eso hay que restarle (1—1U,(7),
entonces,

f@)=tU (1)—1tU (1) —tU, (1) +2U (1)
2. Aplicaremos la transformada, término a término:
e—S
IAGIE —

> £{U, (0} =—F/(5)= _(_el(: * D] £ LxD

s

.. e (2s + 1)

Similarmente para £{tU2(t)} =—F"

s
e’(s+1) e e (s+1) 27
£ Ny =———— +
{rop=—5 - X :
_selHe —se” —2se —e + 25
s2
3 e—x _ e—2s
— §2

—EJEMPLO 4
Hallar f(1) si £{f(t)} =

e
2
S

—as

5 } =U(t—a), entonces,

Como £ {e
s

tU(t—a)=£"{-F'(s)}=£" {e (azs + l)}
s

389
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ase’™™ e*
Lanueva F(s)=—F5—+—;
s s
en la que nos sobra un término, que se lo restamos:
Sjase™ e ase”™™
£‘{ 5 ——— }:tU(t—a)—aU(t—a):
s s s
=({t—-a)U(t—a)
U(r)
*
> ¢
a
Figura 7-8.
0 t<a
L fn= )
_ t—a 1>a

Traslacion sobre el eje t

Teorema 8

Traslacion sobre el eje t (segundo teorema de traslacion).
Si F(s)=£{f(n} y a>0
e “F(s)=£{ft-aU(t-a)}

Demostracion:
Llamemos F(s)=£{f(7)}
—F(s)= J: e " f(7)dr, por definicion.
Multiplicando la igualdad por ¢™*;

eF ()= [ e fmydn
cuandot=0, t=a

sea a+T=t —>dr=dt
cuandoT=0%, t=0% y

e “F(s)= j: e f(t—a)dt

Para que la integral vaya de cero a infinito, se modifica la funcién multiplicando
fU(t—a); cuando U(t—a)=0, > f=0,cuando U(t—a)=1,—> f - 1=f,



Traslacién sobre el eje t
e“F(s)=| 0 e f(t—a)O0)dt + j:e*f’ f(t-a)D)dt
= [ e f-a (1-a)dr
s e "F(s)=£{f(t—a)U(t—a)}

—EJEMPLO 1

Trazar la grafica y encontrar la transformada de f(r) = (t — 1)? y
U(t — 1). La gréfica es:

t-D*U(t 1)—{0 r<l
-1, =1

Por el segundo teorema de traslacién, tenemos:

391

r 3

E{(1— DUt~ D}= e F(s) i ;
2
Ademis, £{r*} ==
s Figura 7-9.
2
SEIE=-DUE-1) = e’ =
. {t-D*U@-D} >
Comprobacion:

-0 Ue-D}=£{rUuc-n}-26{w - D}+ £{UE -1}

sl +2se +2e"

3

e{rUe-D}=F"(s)=
s

ClU(—1)}=—F(s) =+ e;s
S S

A

e

{u@-D}=F(s)=

N

2 —s+2 —s+2 -5 2 -5 2 -5 -5
e G N e

2 —s -5 2 —s — 2 —s

s'e +2set =257 —2se” +57€" 5 ¢
- 3 T3
s s

Esto también confirma la utilidad de este teorema.
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—EJEMPLO 2
Dada f(t)=U(t—m)sent, hallar e " F(s)

Para poder usar el segundo teorema de traslacién necesitamos sen (¢ — )

Sabemos:

0
sent(t—) = sentcos*n'—w =—sent

F(t)=-U(t —m)sent(t — ),

1
Como £{sent}= EFST entonces,

+1

=TS

e

. £{—U(t—'rr)sent(t—1'r)}:—S2_'_1

— EJEMPLO 3

- —2s —3s —4s

Dada F(s)=“—%—— . hallar f(?).

-s =25 =35 —4s
a)e’ e e e . .
£9———- +——¢ tomamos el primer término.
s

Para encontrar £ {¢°} partimos del hecho:

£—1{e“‘}:U(Z—1) y £{tU(t—1)}:_F,(S):&:1)
N

2
N

N

£ {Lz”)} —U(t-1)

=S

. e . e (s+1
Pero necesitamos: £ 1{ > } y vemos que en la expresion £ l{%},
s s

podemos restarle un término para que dé lo que buscamos.

i )se+et —se”’
S
s S

=tU(t-)-U@-)=0-DU@-1)= £'{e;}
S

Similarmente trabajamos con los demds términos:

1~ . s oy s Ly 3 3 ; , ; ,
—ZI:se Ste T —se T +(2se 7 —e )+ 25¢F +(Bse T —e ) +3se +dse™ e —4se4“:|
s



cuya transformada inversa es:

(Cudl serd la gréfica de esta funcién? Procedemos por pasos:

Traslacién sobre el eje t

=-DUE-D+QR-)U(t-2)+@B-0)U(E-3)+@-0)U(t—-4)

EJERCICIOS 7.4

0
t-DU@E-1)= parat>1 — (-1
t—1 r>1
t—1
0 r<?2
Q2-nU@r-2)= parat>2 — +2—t
2—t t>2
1
1
0 t<3
B-nU@r-3)= parat>3 — +3—t¢
3—t t>3
4—t¢
t—4
G-pUG-H=1" " parar>4 -4
- —-4)= ara t> - -
t—4 t>4p
0
t—1 1<t<2
- F)= 1 2<t<3
' |4-t 3<t<4
0 resto
f@
»
14
: : ’ >
1 2 3 4
— Figura 7-10.

Hallar la transformada de Laplace de las siguientes funciones:

1. f(t)=k[U(-3)-U(t-2)]
2. f(HO=kU@+1)
3. f()=-5U(—-1)+6U(r)

Respuestas:
k —3s —2s
—\e€ —e
n )
No tiene

5 6

— et 4+ —
S S

393
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3 O0<t<m 3 _
4. f(H)= Z(1-e™
F® {0 t>qr s( )
0 <1, 2<t<3, t>4
5. f(n=41 1<t<2 (e —e 420 —2e™)
h)
2 3<t<4

Establecer las siguientes funciones en términos de la funcién escalén unitario
y encontrar su transformada.

6. 3 3 a
F(s)=(3/25)(1-¢"7)
3
2 i
1
|
]
i
1 N ~p
T > >
2
Figura 7-11.
7 y 1 Ly e
4 —(l—-e" "+
- )
1 ) —
L
| |
I 1
: - — t
1 2
Figura 7-12.
Y 1
8 'y _(ze—v _ e—2x _ 28—3x + e—4s)
2 — s
o
11 E i i
s
L x g -+ >
1 2 3 41
i |
11 1

Figura 7-13.
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Traslacién sobre el eje t

(1 +e'+e — e’3“')

2s

» !

Figura 7-14.

Figura 7-15.

]

1
l1+e

[

2
s

Periddica con periodo 2

11.

2 -
1

Figura 7-16.
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12. v k(1
4 Periédica con periodo 2a —| —
sle”+1
k4 ] e
| 1 |
1 1 |
| | [
1 I !
! I L
[ l 1
| | |
| ! 1
| l [
L ' . >
a 2a 3a
Figura 7-17.
13. 1 1
4 Funcion escalonada — -
s\l1—¢*
3 i—q
| I
I
| |
| 1
|
o - |
| | 1
| | |
I I !
L
— : :
| I
I | !
: | |
{ ! |
I 2 3 >
Figura 7-18.
14. . I 1
4 Funcion escalonada —
s\le’ =1
4.
3 _—
|
3 —
: |
| |
1 — !
[ L !
| |
. ' . >
1 2 3

Figura 7-19.
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15. ;4 I

» 1
Figura 7-20.
16. , ¢ 1/ 5 4
Slem=e)
s
1
T Y T »
1 2 3
Figura 7-21.
17. 4 A2
’ (1=)
52
1
T T T : t
1 2 3
Figura 7-22.

18. Resolver el ejercicio 17 usando el siguiente teorema: £ { (1)} = s£{f()} - £(0)
19. ,4

l+ iz(—l —2e" — e’z‘y)

s S

Figura 7-23.
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20. VY 1 2 3
‘r —2(s+e_5—3e_s+2e”)
Ky
2-
1-
T T r >
1 2 3
Figura 7-24.
21' ‘y 1 —s -2s =3s
T —2(1—6 —e '+e")
Ky
14
y r v »—p ¢
1 2 3
Figura 7-25.

22. Resolver el ejercicio 21 usando el teorema de la transformada de la derivada de una funcidn.

En los siguientes ejercicios, hallar f(¢) dada F(s):
a. En términos de la funcion escalén unitario.

b. En la forma usual.

Respuestas:
Sy fO=Ut-2)
23. £ {e_} 0r<2
s £ =
F@) 1 t>2
e _ o fO=Ut-2)-U(t-3)
24. £1{ s } 0r<2,t>3
)=
1 1 2<t<3
0 t<l1
—5 —2s 2 —3s 1’ 1 P 2
25, £ e +e  +le Ft)= <t<
S 2,2<t<3

4 t>3
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f(O)=0-2)U(-2)

- e—Zs
26. £1{ = } 0 <2
)=
1@ t—2 t>2
& 0 t<a
27. £14° =
{sz} A {t—a t>a
2, 3y 0 <1
28. £“{%} f(1)=131-3, 1<1<2
S
2t—1 t>2
1 0 <1, t>3
29. £*{7@*—2€“+e*ﬁ} f()=<1-1 1<t<2
S

—t+3 2<t<3

1 O<t<l1
—1+2 1<t<?2
30. £‘{—+%ﬂ—es+e2“+e“—2e“+e5ﬁ} f(t)=40 2<t<3, t>5
t—3 3<t<4
—t+5 4<t<5

En los siguientes ejercicios usar el segundo teorema de traslacion para encon-
trar la transformada de las siguientes funciones:

Respuestas:
sen ¢ 0<t<§ .
31. f(n)= ”f_
s(s I 1)

1 t>E
2

T
cos t O<t<5
32. f(r)=

0 t>E
2

33. Comparar los resultados de los dos ejercicios anteriores y encontrar una
relacién entre ellos.

Respuestas:
COoSs t I <r< 3_71- _e_'”s/z _ e—3'rrs/2
o I

0 Resto
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* 0<r<l 2 L
35. f) = —(1—-€e —se”*
@) {1 o =l )
cost O<t<m K s—1
36. = +e ™
1@ {sent t>a s2+1 (s2+1)
—2(s-1)
37. f(H)=€'U(t-2)
s—1
e*(erZ)
38. f(H=eU(t-1)
s+2
—2(.&'73)
3s €
39. f())=e’U(t-2)
s—3
40. f(0)=sen U(t—m) -
s +1
41, Hallar £ f=1" =T
- s2+4 a cos2t, t>m
n 36_1” 0 <
: 1)=
2. & {s2+9 F@ —sen3t, t>r
43 £1{ ¢’ } 0 t<m
o = - - )=
ST+ 25+2 F (-sent)e™, t>m

En los siguientes ejercicios elegir la opcion correcta:

44. Latransformadade f(1)=(-t+2)u(t—1)—(-t+2)U(r—2) viene dada
por:

a. iz[efz-‘(zs +1)]
S

b. %[2se" —e '(s+ 1):|
s

1 25
c. —le

(™)

1
d. —2(se_5 —e '+ e_zs)

S

»  0<t<2, . . ., .
45. Lafuncién f(¢) = en términos de la funcidn escaldn uni-

tario es: 2t 1>2,

a. 2t(t=2)-1"U(t-2)
b. =1 u(t-2)
c. £u(t-0)-2tu(t-2)
£ u(t-0)+(2t—1)u(r-2)
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46. La £ {i et +2e” )} esta dada por:

2
-1 1<t<2
3t—5 t>2

b. f@) (t 1) (t-1)+20(t-2)

a. f()

1<t<?2
c. f()=
2t—4 t>2

d f=tu(t-1)+2u(t-2)

47. Elegir la grafica que representa:

£,| i_ 3672s . ef3s
S S S

44— 73—
1 1
3 i 3 i
1 I
2- : :———P 2- : E_’
: i | i
qo — 3 —
1 ] 13
1 2 3 1 2 3
a. b.

4‘>

3] | 3 —
24 i 2- i  —
1 i — 17 | !
. ; . | | .
1 2 3 1 2 3
c d
Figura 7-26.
48. La £ { e 6} viene dada por:

a. send(t—m)u(r—m)

b. icos4(t— m)u(t—r)

1
. Zsen4t u(r—m)

d. cosdtu(t—m)
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t 0<t<
49. La £{f(t)} si f(t)= sen 'n" estd dada por:
e cost t>1
+
a. 26
s +1
b, l—zse_“”
s +1
1+e ™ (1-
c. —62( s)
sT+1
e—ﬁs(l_s)
57 +1
n seiw%
50. La £ a1 , esta dada por:
0 t<%
a. f)= -
sent 1>/
0 t<172
b. f()= -
cost 1>/

c. f(t)=costu(t—%)
d f)= sentu(t—%)

Respuestas:

44. d. La opcién a es incorrecta pues solamente £{7U(z—2)}. La opcién
bda £{(-1+2)U(t—1)}. Laopcién c es £{—(—1+2)U(t—2)}.

45. d. La opcién a estd incompleta; le falta afiadir . La opcién b est4 in-
completa, le falta +2¢\U (¢ —2). La opcién ¢ no corta a la funcién £
ent=2.

46. a. Laopcién b deberia ser (1—1)U(t—1)+2(t—2) U (¢t —2). Laopcién ¢
se le olvid6 sumar (f —1)+ (27 —4). La opcién d estd incompleta.

47. b.

48. c¢. Lasdemads opciones no usan correctamente las identidades: cos(A + B)

1
y sen(A B). Ala opcién a le falta el cociente —.

49. ¢. Laopcidénaes £{sent +sen(t—m)U(t— Tr)} solamente. La opcién b
es £{sent —cos(t—m)u(t— 1T)} solamente. La opcién d es £{sen
(t—m)U(t—m)—cos(t—m)U(t—m)} solamente.

_Tr%
50. ay d porque £ % =COS(Z‘—E)U(I—E)=Senl’U[l‘—Ej
Y@ Pord s +1 2 2 2
0 <7,

sent, t>%




Funciones peridédicas

Funciones periddicas

Definicion 7.7
Sea f(¢) definida paratoda t >0 y p> 0, fes periddica con periodo p.

< ft+p)= f(1)
—EJEMPLO 1
Sea y=senx

y =sen(x +27) = sen x cos 277 + COS X Sen 27T = sen x

\— es periddica con periodo 2.

—EJEMPLO 2
2 O<r<l1

Sea y(r)= con periodo 2,
Y0 {O I<t<?2 P

2 2<t<3

t+2)=
X ) {0 d<t<4

— Sy =y(+2).

Teorema 9

Sea f'seccionalmente continua y sea f funcion periédica con periodo p.

1

1—e®

S E{f()) = [e fwar

Demostracion:

Por definicién de transformada de Laplace:

e{f}=[e " fd

Esta integral puede escribirse como la suma de integrales sobre periodos su-
cesivos:

e{f0}=[e " fde= e fyde+ [ fo)dr+ .

Nos interesa tener los mismos limites en las integrales, para ello se hace la si-
guiente transformacion:

t=0,7=0

la. Integral t=17, dr=drt {
I1=p,7=p

403
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t=0,7=0

2a. Integral f=T+p, dt=dt
t=2p,T=p
t=0,7=0

3a. Integral t=74+2p, dt=dt etcétera.
t=3p,T=p

£{fn}= e f(r)ydr+ jeﬂ“ﬂ’) f(T+p)dr+

T (14 2p)dT + ...

ST O

Como fes periddica, con periodo p, entonces,
f@+p)=f()y:
p p p
e{f0}=[efmdr+ [ee f()dr+ [e e f(m)d+ ..
0 0 0

= ]ie_“f(’r)d'r[l +e” +(e"“” )2 +(e"“” )3 + }

Serie geométrica con razén e~ ¥

Para s>0y p>0—¢e " <1 ylaserie geométrica converge a

—sp

| I -
st }=— ! e f(1)dt
—EJEMPLO 3
) 2 0O<r<l )
Sea la funcién y(¢) = con periodo 2
0 1<r<2

Hallar su transformada de Laplace.

£{y(n}= 125jes’y(z)dt:11 |:j.26”dt+j.0dt}
0 1

-2s
1-e 0 —e

1 2 2
0 1—e™ s s

\__ que concuerda con la solucién del ejercicio 11 de la seccion 7.4.



— EJEMPLO 4

Encontrar la transformada de la siguiente funcién periddica:

1)
4
14 p=m
[ 2 .
Figura 7-27.
1 %o
— _[e’“sen tdt
1_e ST 0
T 1+e™
J.e “sentdt = —;
0 s +1
1 (1+e"”) o
—>1 — - , multiplicando por e
—e s

e™ +1 ) 1
e™ -1 s*+]1

e +1

Veamos esta expresion: =
e™ —1

_ \/ezm +2e™ +1 \/em +2+e™
e’™ —2e™ +1 e” —2+e™™

/ hs +1
- (22T coth—s por identidades hiperbdlicas del 4ngulo mitad.
coshms—1 2

Hf(r)hﬂ-

— st +

Convolucion

Teorema 10

Convolucion. Si f(t) y g(¢) son seccionalmente continuas para ¢t =0, de orden
exponencial y £{ f (t)} = F(s), £{ g(t)} = G(s). Entonces,

£{ [rmgt- T>d7} = £{fn}£{g(0} = F($)G(s).
0

Convolucion
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Demostracion:

Sean F(s)=£{f(0)}=[e " f(r)dr

G(s)=£{gn)} = [e gy

F($)G(s) = [ e‘”fmch][ [ e‘”g(v)dvj

0 0

e f(m)g(y)drdy

ct—38

©

fmdr[e " g)dy

0

O 8 O—— 8

Tomando 7 fija — sea t=7+7y
- dt=dv

Sustituyendo:

©

F(5)G(s) = j f(T)dT j e g(t—T)dt

T

T
r 3

N
N

IR
AN

Qat

I
S S

N 1
A

v

Figura 7-28.

La regién de integracion se muestra en la figura 7.28, en el plano f7, y se puede
intercambiar el orden de integracidn porque f'y g son seccionalmente continuas
y de orden exponencial. Entonces,

F(5)G(s)= [edt [ f(r)gt—T)d7
0 0

_ ]C‘efsr |:jf(7)g(t — T)def:|
0 0



= £{ff(7)g(t - T)dT}
0

Notacion:

frg=[f(ga-mdr=£"{F(s)G(s)}

—EJEMPLO 1

., - 1
Usar el teorema de convolucién para encontrar: £ ! {—2 ( 1)2 }
sT(s+

1 1
Sabemos que £'{—— =ty £ =te”
a {sz(s+l)2} Y {(s+l)2}

%

-1 1 t -7
£ {m} = ‘([’Te t—7)dr

= J‘e’T (tt—1)d7
0

2

=1’ —te + 1412 + 2t +2e' =2

=te'+2¢" +1-2.
Comprobacioén: £{te" +2¢ +1— 2} =

1 2 1 2 1

— (s+1)2 s+1 s° s_sz(s+1)2‘

— EJEMPLO 2

Evaluar £{JeT cos(t— ’T)dT}

0

tomamos f(t)=e' y g(t)=cost

|

O

e’ cos(t—’r)d'r} = £{et} - £{cost}

s
s—1 s*+1

_ (s—l)(s2+1).

Convolucion
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— EJEMPLO 3

S

Hallar: £ 5
(s2 + a2)

1
Sean F(s)=— a ~ y G(s) =———, entonces,
s“+a s“+a

£ {F}=cosat y £‘1{G}:lsenat
a

— £ {ﬁ} = jcosa*r . lsena(t—’r)d'r
. a

s"+a

t

1

= —Jcosa*r(senatcos at—cosatsenar)dt
a

0

1
= —senatJ.cos2 atdT
a

tsen2ar

1
——cosatj
a 0

dr

1 ¢1
= —senatj—(l +cos2at)dT
a 0

sen 2a1’

——COS J-
0

D2 )
(

1—cos 2at)

——COS at

1 t senatcosat
=—senat| —+—MM—
a 2a

1 sen’at
——cosat
a 2a

_ tsenat
— 2a
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EJERCICIOS 7.5

Hallar la transformada de Laplace de las siguientes funciones, cuyo periodo se indica:

3
b
1{ e -1 1 s
" )i
1___.._.__: r——_: r— s\e’ +1 s
|
: | ) {
I 1
| | | :
| i i 1 N
T 2] 31 g !
1 ! 1 !
] | I I
? | | I
—IT 1 SO ———
Periodo 2
Figura 7-29.
e 1
2. :
s(l +e* )
1-__-1 '-—_1
| 1
| ! !
| 1 |
i I
! 1 |
L __J [ =[
1 2 3
Periodo 2
Figura 7-30.
N
1 e’
3. ——
S s(l — e_s)
1-
! . :
1 | ]
] I |
I 1 )
I 1 :/
1 2 3 —>!
Periodo 1

Figura 7-31.
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0 O<r<l1
4. f@o ={

t 1<t<?2
Periodo 2
5. f(1)= 2t O0<t<?2
) |4 2<t<4
Periodo 4
6. f(r)= 0 O0<tr<?2
' |2t 2<t<4
Periodo 4

7. f(H=¢t, 0<t<?2

Respuestas:

e’ (s + 1) —e (2s + 1)
s (1 —e_zx)

e (8s + 2) +e* (—4s - 2)
52 (1 _ e4s)

2(1-e™(1+25+25%))

. s3(1—e_zs)
Periodo 2
r 0<r<l1 1-e*(s+1)
8. fn= 7 o
0 1<t<2 s (1-e™)
9. y
4
1_
T Y T >t
1 2 3
Periodo 2
Figura 7-32.
1
—tanh—
S2
sent O<t<m 1
10. f()=
0 7T<t<21T (s2+1)(1_e_’m)

Periodo 21t



En los siguientes ejercicios usar el teorema de convolucidén para hallar

£1F(s)}.

11. £ {;} et —e
G-16-2)

12. £

13. £

_ } e —e™
(s+2)(s+1)

14. £

15. £

|
|
|
{s<s3+l>} e
- £{m} TT—
|
|
|
|

i(3sent— sen3t)
24

17. £

—
)
(5]
+
—_
X»—
)
(]
+
\O
SN—
%/_J

1 1
18. £ —tcos2t+—sen2t
2 4
19. £

20. £ it(sen2t—2tcos2t)
64

;} ltsen2t
(s2 +4)2 4

21. £

m o (sen Wt — Wt COS Wt)
S w

En los siguientes ejercicios elegir la opcion correcta:

22. La transformada de la funcién periddica.

) t 0<t<3 Periodo 6
= €1r10do
3 3<t<6

Convolucion
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412 Capitulo 7 Transformadas de Laplace

Estd dada por:

a.

lcos?| O<t<m/2
Periodo
0 mR2<t<

23. Dada f(t)z{

Su transformada viene dada por:

— S,
T2

ste

d s (1 - e‘”)
24. Usando el teorema de convolucién elegir la opcidén que contiene
£{e” *e! cost}
2s—1
S| (s=1) +1]
s—1
(s2 —25+ 2)(s + 1)

a.

b.

. 257 =257 +45—6
5[ (s=1) +1](s+1)
25> +55-3
5(s2 —2s+2)(s+1)

d.




25.

26.

s(s2 —1)

1
., =l
Usar el teorema de convolucién para encontrar £ {—

a. 1—cosht
b. cost—1
c. coshr—1
d. 1—cost

Elegir la opcidn que contiene un paso intermedio de la evaluacién de

£ ;2 usando el teorema de convolucion.
s(sz—l)

a. 1—COSZ‘—J‘SCH(Z—ZT)CIT—%J-S@IIICI'T
0 0
t 1 t

b. cost—l—Jsen(t—Zfr)d'r—Ejsenth
0 0
t 1 t

c. l—cost+jsen(t—27)d7—zjsentd7
0 0
t 1 t

d. cost—1+jsen(t—2'r)d~r—§‘([sentd’r

0

Respuestas:

22. d.

23.

24.

25.

26.

b. La opcidn a estd incompleta, le falta £{—2€’

c. Laopcién a considera el resultado de la integral como cosh(z— T)|

(1 —e” ), donde p es el periodo.

7

de la integral J coste "dt . Ala opcion b le falta un término. La op-

0
cion d contiene los dos errores anteriores.

t

tiene £{e’sent}. Ala opcién d le falta £{2e’ cost}

Las opciones b y d suponen que £ {

2
s —

a. Laopcién b supone que el resultado de jsen(t —7)d7 es —cos(t 1)

0
t ., . . 2 2
y debe ser cos(t—7)|0. La opcién ¢, asi como la d, jamds daran el

resultado correcto que es: f () =1—cost— 5 tsent.

La opcién a tiene errores algebraicos. Las opciones b y ¢ ademas
tienen un error de concepto, el divisor de las funciones periddicas es

La opcion a se olvidé de dividir el resultado entre 1+— que es factor
s

}. La opcién ¢ no con-

t
0"

} es sent, lo cual es falso.

Convolucion
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414 Capitulo 7 Transformadas de Laplace

Aplicaciones de la transformada
de Laplace

Circuitos eléctricos

—EJEMPLO 1

Encontrar Ic del siguiente circuito:

w® g

Figura 7-33.

si su equivalente en transformada de Laplace es:

10s
s2+1

Q — Ic

“lw

T

—Is

n® % 20

Figura 7-34.

(Sugerencia: utilizar el método de mallas.)
SOLUCION:

4(Ic—1s)+%+2lc=0

2




Aplicaciones de la transformada de Laplace

40s*

s2+1

Ic(6s + 3) =

40s*
(6s + 3)(52 + 1)
40s* A Bs+C

(65+3)(s* + 1) (6s+3) ’ (s + 1)

Ic=

40s* = As* + A+ 6Bs* +6Cs +3Bs +3C

40=A+6B 16 g
0=6C+3B A:8,B:?,C:—§.
0=A+3C

8 16 s 8 1

Ic = +— - -
3(2s+1) 3 s7+1 3 s7+1
4 _y 1
sde=—e %+—6cost—§sent.
— 3 3 3

—EJEMPLO 2
Encontrar I, del siguiente circuito:
i(L)(0-)=10 A

90 3H

nov_JT:VW \ o § §m

Figura 7-35.

si su equivalente en transformada de Laplace es:

O

A,

I =

1 L

Figura 7-36.
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416 Capitulo 7 Transformadas de Laplace

SOLUCION:
ECUACION 1:
~22+3sl,+2s(1, - 1,)-33=0
I,(3s+2s)—1,(25)=55
I, <5s) +1, (—2s) =55
ECUACION 2:

21,+33+2s(1,-1,)=0
21,+33+2sl,—2sl, =0

I,(-2s)+1,(2s+2)=-33

Resolviendo I, por determinantes:

55 25
/- —33 2s5+2| 110s+110-665 _225+55
"l5s 25 | 107 +10s—4s® 35’ +5s
25 2s+2

225+55 A . B
r0 =—++
5(3s+5) s 3s+5

225 +55=3As+5A+ Bs
55=5A - A=11
22=3A+B — B=-11

TR

s 3s+5 K s+%

11:1L:£-1{

1 s
I=11-=e A,

EJEMPLO 3

Sabiendo que el eje de una viga tiene una deflexién transversal y(x) en el
punto x, cuya ecuacion es:

dly _Ww
dx*  EI

, O<x<l



Abplicaciones de la transformada de Laplace

donde EI es la constante: rigidez de la flexion, W(x) es la carga vertical por
unidad de longitud / y actda transversalmente sobre la viga.
Encontrar la deflexién en cualquier punto de una viga fija en sus extremos x
=0y x =1, que soporta una carga uniforme W por unidad de longitud.

. d*
La ecuacién es: —i} = K,

dx

con condiciones iniciales y(0)=y”(0)=y()=0, y”(l)=0 (de viga articu-
lada), aplicando transformada

’ ” V44 W
5*y(s) = 5°y(0) = 57y’ (0) — sy”(0) — y”"(0) = —
Els
Sean y'(0)=C,, y”(0)=C,

O<x<l

4 2 w
=5 ys)-Cs"—C, =—
=6 > Els

$'Y(s) = —+Cs*+C
YO =7+ G >

Cs* C

w 1 2
=Ly 2
ys) Els st st
1

£ ———t +Cit+— Ct
boi=2% 6

C
Como y= ' +Crt+ zztS, entonces,

Is

C,
y'=lt +C, +7t

, aplicando: y(I)=y”()=0
6EIls

" w
y :—t +C,t

2EIs
wi?
w [=—
—— '+ Cl+ 2l2 2
T 24E1 6 2EI
[
Cl=———
2EI
W
I’ +C,l C w
Cl=—22P_-—/"
C :_Q 2 W 5
! 6 24EI
__ﬁ(_ z)_ wl —wlowl o owl
2EI" 24El 12EI 24El 24EI
.. la deflexion buscada es:
. wl® wl
y()= - t
24EI 24EI  24EI
—(t*+ Pt -21r) :Lt(t3+l3—2lt2)
— 24EI 24EI

417
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Resumen

Definiciones

Transformada de Laplace

Para 120: £{f(0}=[ e f()dt=F(s).
Transformada inversa

Si £{f()}=F(s)

- f(=£" {F(s)} es la transformada inversa.

Funcion seccionalmente continua en ¢ [a, b]

Si a. estd definida en todo punto del intervalo.

b. Si es posible dividir el intervalo [a, b] en un nimero finito de subintervalos, en cada
uno de los cuales la funcién es continua y existe el limite de la funcién desde el interior
del subintervalo a cualquiera de los extremos del mismo.

Funcion de orden exponencial «
f(?) es de orden exponencial <> existen M, o € R tales que: | f (t)| < Me*.

Funcion escalon unitario

0 t<a
1 t>a, a=20

Ult—-a)= {
Transformada de la funcién escalon unitario
1 —das
t{UGt-a)}=-e".
S

Funcién periodica
fes periddica con periodo p <> f(t+ p)= f(t)
t>0yp>0

Teoremas

Primer teorema de traslacion
Si £{f(H}=F(s)

- £{e”’f(t)} =F(s—a),aeR

Existencia de la transformada

Sea f(¢) de orden exponencial, ¢ > 0.

Sea f(¢) seccionalmente continua en ¢ > 0.
- £{f(t)} existe para s>«

Transformada de la derivada de una funcion
Si £{f()}=F(s) > £{f (0} =s£{f(D)} - f(0).

Transformada de la integral de una funcion

£{ jo f(T)dT} - %£{ f}= %F(s).

Derivada de la transformada
Si £{f()}=F(s)
= £{ff(}=-F(s)



Generalizando
e{(-r) rof ="
Integral de la transformada

£{&} = [ Fo)do
t s

Segundo teorema de traslacion

Si £{f(}=F(s)

—e “F(s)=£{f(t—a)U(t—a)}

Transformada de una funcién periédica con periodo p

1 j”e-S‘F(z)dz

1—e 7 Jo

£{fn}=

Teorema de convolucion
Si £{f(0}=F(s) y £{g()}=G(s) ,entonces,
£{j;f(7)g(t - ’T)d’T} = £{f}£{g} =F(5)G(s).

Meétodo para encontrar transformadas inversas cuando en el denominador hay:

1. Factores lineales
G(s)
(s—a)(s + b)(s —c)

£ {F(s)} = Ae” + Be " + Ce*

Sea

=F(s)

Gla@) ,_GEb . GE

Donde A= , B= , C= )
H'(a) H'(-b) H'(C)
2. Factores lineales repetidos
G(s) G(s) G(s) 5
F = = = -
Sea F(s) He)  Goay O(s) Hes) (s—a)
— £ {F(s)}=e"| A i+A i+A ﬁ+A2t+A
- T41 70310 P '
’ ” ” v
Donde 4,=2@ 4 =L@ , 2@ , 0@ , 0@
0! 1! 2! 3! 4!
3. Factores complejos
Paracada a=o+pi : Q(s)zGL),
s—o+pi
. G(s) A ar _
- £ {_H(s)}_ 2e™(Q, cospt—Q,senft)

4. Factores complejos repetidos

Para el casom = 2.
y(t)=2e" [(Qll +Q, )cospr—(Q,, + 0, )senBt]

donde Q(s) produce Q,, y Q,, ¥ Q’(s) produce 0,v0,

Resumen
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F(?) £{f(n} = F(s)
1. 1 1/s
2.t 1/s2
3 t", n=1,23, .. n!/s”“
t", n>0
4. & L(n)/s"™"
w
5. sen wt 2 + o2
S
6. cos wt 2 + o2
7. senh at
a
8. cosh at JERp
n!
9. t"e”, n=1,2,3,.. (s—a)m
10. ¢ sen wt
11. ¢” cos wt +2
(s - a) +
12. ¢ sen wt %
(s - a) +m
13. tcos wt
14. sen wt— ot cosot Az
(s +0)
15. sen wt+ wt coswt
PL
16. sen at senh at (s2 +w2)2
2ws’
17. e“ f(¥) (s2+u)2)2
18. (-)" f(»), n=1,23,..




Autoevaluacién 421

2

2mws
19. "), n=1,2,3,.. (s°+ wz)z
' 2a’s
A ] s A
21. f(t—a)U(t—a), a>0 F(s—a)
2. [ f()g—ndr sF @) -s"V ) - ...- " 0)
F(s)
S
e “F(s)
F(s)G(s)

Autoevaluacion 7
1. Usar la definicién para encontrar la transformada de Laplace de:

t 0<r<l1

f(t)={4—3t =1

2. Escoger la opcién que contiene a £{e’5’}

a.

d. .
(s-5)

3. Escoger la opcién que contiene a £{te’5’}

a.
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4.

5.

11.

12.
13.

14.

. Hallar £ {48}

10.

Hallar ¢ {COS 1 ,}
4

Elegir la opcién que contiene a £{te‘5’}
125
a. —
s”+36
b
2
(s +36)
12
c.
s°+36

d 12s
(s +36)

. Resolver £{e" cos Zt}

. Hallar £{sent U(t—%)}

. . _ 1
. Elegir la opcién que contiene a £ { }

9s—1
a. le’/ ’
9
b. e”
c. 9¢”
d. 9¢”
s 4
Elegir la opcién que contiene £ { }

s'—4
a. 2sen2t

b. 4sen2t

c. 2senh2t
d. 2cosh2t

Hallar £1{ ! }

(s-3)
s
Elegir la opcién que contiene a: £7'{ ————
gi pcién que contie {s2_2s+10}
Resolver por transformada de Laplace:
2y"+y' =y=0, y0)=1, y'(0)=4

Elegir la opcién que contiene la Y(s) y la solucién de la siguiente ecuacién dife-
rencial:

y”,_3y,+2y=03 y(0)=1a y,(0)=0’ y”(o)=0

2
a. Y(s)zw yz—te_Z’
(s+2)
2
b Y(s)=— S =3 L2 2,

+2)(s-1) 773



Respuestas de la autoevalucién 423

=3 8§ 2 1,
c. Y(§)=——g—— =e'(=—=t)——e'
O= 6y 27607379
357 =3 )
d Y(s)=——"—  y=2¢+e™
(5) s2=3s+2 ymeewe

15. Resolver y”—y”"+y —y=0, y(0)=1, y'(0)=y"(0)=0

16. Elegir la opcién que contenga un paso intermedio en el proceso de obtener la trans-
formada de la funcién periddica:

0 O<r<l1
f(H)y=<t—1 1<t<2 Periodo 3
1 2<t<3
|
a. — J.Oe f(t)dt

b. J.lz(t —1)e™"dr+ J.; f(r)dt
1 * —st
c. ;JO e f(t)drt

d. ! l:f (t—De"dt+ Jj e"“dt}

1— ef3s

17. Hallar f(¢)= J‘Ot e "cos(r—7)dT

18. Usar el teorema de convolucion para hallar:
1
£
{ s’ (s—a) }

Respuestas de la autoevaluacion 7

1 La-4e)

2. b.s La opcién a es £{te’5’}
La opcién ¢ es £{e5’}
La opcién d es la £{te5’}

w

. a. (veael ejercicio 2).
16s
1657 +1
. d. El resto de las opciones estdn completas.
s+1
se™?
s7+1
8. a.
9. 2t

9]
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4

*+

10. c¢. Laopcién a es £1{

[
N
%/_/

(o]

Laopcién bes £
P {s2+4

2
La opcidn d es £'1{ a }

s*—4
1. Lee
2
12. a. El resto de las opciones estan incompletas.
25+9 10 7
13, Y()=———, y=get-ge!
2(s+1)(s - E)

14. c. La opcion toma Q’(s) en vez de Y (s)
La opcién b considera la H(s) como (s+2)(s—1), en vez de (s+2)(s— ?
La opcién d toma como G(s) a H’(s)
15. y= %(e’ +cost—sent)
16. d. Para las demds opciones conviene recordar que si f{f) es periddica con periodo 3.

1
17. —z(e‘” —at—1).
a

Pierre Simon, marqués de Laplace

En 1749 nacié en el pueblito de Beaumont, en Auge, el hombre que algunos apodarian
m4s tarde el “Newton francés”. Sus habilidades matemdticas destacaron tanto en la es-
cuela, que sus familiares y vecinos juntaron dinero para que estudiara en la ciudad de
Caen. A los 18 afos era maestro de matematicas. Durante su vida tuvo dos temas predi-
lectos: la astronomia y las probabilidades, y habria de hacerse famoso en ambas dreas
del conocimiento.

En astronomia publicé una obra monumental en cinco voltimenes titulada: Tratado de
mecdnica celeste, en la cual demostré que un sistema planetario puede ser estable dentro
las reglas de la mecdnica newtoniana. El mismo Newton consideraba que para conser-
var su estabilidad, el sistema solar requeria de la mano de Dios. En cuanto a la dificultad
de los célculos efectuados en este tratado, se relata el comentario que N. Bowditch tra-
dujo al inglés con el siguiente comentario: “Nunca encuentro escrita la expresion: ‘es
evidente que...’ sin sentirme seguro de que tengo varias horas de trabajo arduo por de-
lante antes de cerciorarme del porqué es tan evidente”.

En probabilidad, Laplace publicé un enorme volumen llamado Teoria analitica de
las probabilidades, en el que afirmé que con el puro sentido comun se puede entender
todo lo relacionado con la probabilidad. La lectura del libro da, sin embargo, la impre-
sién de que intenta demostrar lo contrario.

En sus obras tenia la desagradable costumbre de no mencionar los resultados que
no le pertenecen. Hablamos, por ejemplo, de la ecuacion de Laplace, sin que sea descu-
brimiento suyo. Se debe destacar en cambio, que utilizé y aplicé las transformaciones
que llevan su nombre mejor que nadie antes de €l. Por otra parte, la teoria de probabilidad
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le debe a €l mas, sin lugar a dudas, que a cualquier otro cientifico. Trabajé bastante las
ecuaciones diferenciales, y es asi como tenemos una ecuacién de Laplace y el método
de la transformada para resolver una o un sistema de éstas.

Su adaptacion a los cambios de sistemas politicos es solamente comparable con la
del camaledn respecto a los colores. Si Laplace fue capaz de sobrevivir a una buena
cantidad de regimenes, se debe a la facilidad con la cual cambié de una edicién a otra,
una dedicatoria hecha a Napoleén por otra donde demostr6 que este tltimo no podia,
probabilisticamente, durar mucho.

Anécdota

Cierto dia, Laplace present6 a Napoledn una edicidn de su Sistéme du Monde. El empe-
rador habia oido comentar que la palabra “Dios” no estaba en el libro y como le gustaba
hacer preguntas desconcertantes, lo recibi6 asi: “Sefior Laplace, me dicen que ha escrito
usted este extenso volumen sobre el sistema del Universo sin siquiera mencionar a su
Creador.” Laplace era el mas intransigente en lo referente a filosofia o a religién, por lo
que respondid brusca y vehementemente: “No necesité esa hipdtesis.” La respuesta di-
virtié mucho a Napoleén y la relaté a Lagrange. Este exclamé a su vez: “;Es una bella
hipétesis! Explica muchisimas cosas.”

Los niimeros me ponen malo.

SHAKESPEARE (HAMLET).

Problema

—¢Cuadntos hijos tienes y de qué edad? —pregunta Sabimuto a su amigo Kilosay.
—Tengo tres hijas. El producto de sus edades es 36 y su suma es el niimero de esa
casa.

—¢Y qué mas? —dice Sabimuto.

—iAh! De veras —responde Kilosay—, la mayor se llama Alicia.

A continuacién, Sabimuto dio la respuesta exacta. ;Cudl es?

Propiedades metafisicas del numero 7

Resume en si el mundo material y es causa operante en el moral. Es el principio vivien-
te plasmado en sus obras. Simboliza la ascendencia de lo espiritual sobre lo material. Es
sintesis en el pensamiento y congruencia en la mano de obra. Da inspiracién para distin-
guir lo bueno de lo malo, guiando la rectitud de los pasos hacia lo correcto, propiciando
la recta eleccion, la recta deliberacién y la recta direccién en el camino.

Numeracién drabe (aproximadamente 200 a. C.)

| P20 7V A9,
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426 Capitulo 7 Transformadas de Laplace

Solucion al problema

36=1-2>:3"

Las posibles combinaciones de los tres factores son:

1-1-36 cuya suma es 38
1-2-18 cuya suma es 21
1-3-12 cuya sumaes 16
1-4-9 cuya suma es 14
1-6-6 cuya sumaes 13
2-2-9 cuya sumaes 16
2-3-6 cuya suma es 14
3:3-4 cuya sumaes 13

Sabimuto comprendié que necesitaba un dato mas al ver que hay dos sumas
iguales, 13; de ahi se infiere que el nimero de la casa es 13, ya que si hubiera
sido cualquier otra suma podia identificarse univocamente después de la prime-
ra pregunta.

Como 2+2+9=13 y 1+6+6=13, esto supone gemelas en ambos casos y
sOlo cuando las edades son 2, 2, 9 1a mayor queda determinada.

PREGUNTA

(Como seria una proyeccién de la cuarta dimensiéon? Si sabemos cémo es el
campo visual tridimensional proyectado (casi todos guardamos alguna fotografia).
Si la dimension se caracteriza por ciertas cualidades de vibracion, ;seria factible
la existencia de la novena dimensién en el planeta Venus, por ejemplo?
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Solucién al problema

HORIZONTALES VERTICALES
1. Vocal. Que conservan la unidad. 1. Relativo a los pitecoideos (parecidos al mono). Estrecho
2. Diente de un peine. Consonante. Consonante. Vocal. Sim- que comunica al mar Oman con el golfo Pérsico.
bolo quimico del sodio. 2. Todavia. Pieza de corcho para tapar botellas. Cdleras, fu-
3. Simbolo de suma en célculo. Consonante. Consonante. rias.
4. Consonante. Son, ocupan un lugar. Ladrén. 3. Hija de Zeus, diosa del mal. Palanca movida por el pie.
5. Conjuncién latina. Consonante. Peldafio, funcién discontinua. Siglas acerca de los ovnis.
6. Apto para algo. Ceiiidor de seda. 4. Vocal. Ser, hallarse. Contraccién. Dios del sol en el anti-
7. Lo que se utiliza para hacer un cambio en las operaciones guo Egipto.
matemadticas. Seis en niimeros romanos. 5. Consonantes. Herramientas con mango de madera (feme-
8. (Al revés) nota musical. Tiempo que tarda una cosa en nino).
volver a la posicién inicial. 6. Vocal. Raspa la superficie. Preposiciéon. Hogar, fogén.
9. Habitante de Tierra del fuego (Argentina). Vocal. Canti- Vocal.
dad que sirve de medida o tipo de comparacién en deter- 7. Operador usado por Laplace (plural).
minados calculos. 8. Vocal. Consonante. Natural de Rio de Janeiro. Vocales.
10. Consonante. Matematico francés (1749-1827). Ciudad de 9. (Al revés) terminacion de infinitivo. Primeras letras de la
Caldea. Patria de Abraham. palabra cajén. Ciudad de Rusia. Sfmbolo quimico del
11. Nota musical. Atadas. Simbolo quimico del cobalto. Boro.
12. Ave semejante a la perdiz. Primeras letras de crdneo. 10. Uno en nimeros romanos. La mds temible de las meta-
Planta umbelifera. morfosis de la esposa de Siva. Primeras letras de dulce.
13. Cosecha de la cafia de aziicar. Afirmacién. Vocales. Prefijo que significa nuevo.
14. Aso ligeramente. Paga, acredita. 11. Terminacién de aumentativo. Teorema:
£Lf (O} - £{e(O} = F(5)G(s).
12. Sala grande. Vocal. Caudales, riquezas. Vocal.
1 2 3 4 5 7 8 9 10 11 12
1
2 -
3
4
5
6
7
d
9 H
10
11
12
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Capitulo 8

Series de Fourier
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del niimero, otro niimero y otro
dentro del otro, proliferos,
fecundos, ...cayendo de

libros ...los numeros,

los nuimeros, los niimeros

PABLO NERUDA (Fragmento)

Introduccion

Hay nimeros con resultados sorprendentes, como:

11'2_1 111
—= +?+3_2+F+
T 1 1 1
—_ =] -4 ———
4 35 7
w’ 1 1 1

(Para qué cansar al lector con mds nimeros y ndmeros y nimeros? En este ca-
pitulo se demuestran estos resultados y se confirma, una vez més, lo valioso que
resulta el hallazgo de una manipulacién adecuada de las series.

Jean Baptiste Joseph Fourier desarroll6 una teoria sobre conduccién de ca-
lor, para lo cual necesito las series trigonométricas, que tienen unos coeficientes
determinados ingeniosamente por él. Estas series tienen una gran aplicacién en
fenémenos de la naturaleza periddica, como vibraciones magnéticas, terremo-
tos, corrientes, etcétera.

Series trigonomeétricas
y funciones periddicas

Las series trigonométricas son de la forma:
a,+a,cosx+b, senx+a,cos2x+b, sen2x+ ... +a, cosnx+b, sennx+ ...

Donde a, b, i=1, 2, ..., n son constantes reales llamadas coeficientes. General-
mente, estas series son peridédicas con periodo 2; aunque puede extenderse la
teoria para cualquier periodo arbitrario.

Recordemos la definicién de funcién periddica



Series trigonomeétricas y funciones periodicas

Definicién 8.1
Funcion periédica. Sea f(t) definida paratoda t>0 y 7 >0, fes peri6-
dica con periodo T

S f(+T)=1f(1)

Teorema 1

Sean f(x) y g(x)funciones periddicas con periodo 7. — h(x)=af (x)+bg(x),
a,beR también es periddica con periodo 7.

DEMOSTRACION:

Como f(x) es periddica con periodo T — f(x+T)= f(x)

Como g(x)es periddica con periodo T — g(x+T) = g(x)
> h(x+T)=af (x+T)+bg(x+T)

=af (x)+bg(x)
=h(x)

Teorema 2
Si T es periodo de f(x)
—nT,n entero, también es periodo.

DEMOSTRACION:

Si T es periodo de f(x)

- f(x+T)=f(x), pero f(x+2T)= f(x+T) porque fes periddica con periodo
T, entonces tenemos:

fX)=fx+T)=f(x+2T)=f(x+3T)=... = f(x+nT)

Para n=0,x1,£2,+3,+4,..., y xe R

Obtencion del minimo periodo

Lafuncién sen xtiene periodos 2,41, 6, ..., yaque sen (x +2) =sen(x+41) =
sen(x+6m) = ... =senx. Sin embargo, el menor de todos ellos es 2.

En general, el minimo periodo ocurrird cuando:

T periodo natural de la funcién

n

donde n es el coeficiente del angulo.

431



432 Capitulo 8 Series de Fourier

— EJEMPLO 1

Obtener el menor periodo de f(x)=cos2x

Como el periodo de la funcién coseno es 2w
— 211- —
==
— ST =, para f(x)=cos2x

- T i

— EJEMPLO 2

Hallar el menor periodo de las funciones:
a. cosTx

b. sen2mx

2Tnx

C. s€n

d. tanx
e. constante

X
. tan—
S 3

a. El periodo de la funcién coseno es 2

—>T=2—1T=2
T

~.T=2esel periodo de f(x)=cosmx

b. El periodo de la funcién seno es 2

—-T= z—ﬂ=1 ~.T=1 esel periodo de f(x)=sen2mx
m

2wk

~T= K es el periodo de f(x)=sen 2mnx
n

d. Lafuncién tanx tiene periodo 7=

e. La funcion constante tiene cualquier nimero positivo como periodo;
por tanto, no tiene periodo minimo.

\— f. Como la funcién tanx tiene periodo mw —=7T = 1/13 =37

EJEMPLO 3

Podemos convertir en periddica una funcién que de por si no lo sea:
fx)=e" para —w<x<my f(x)=f(x+2m)

Su gréfica es:
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N

Figura 8-1.
Integrales que se utilizan frecuentemente:

1
sen nxdx =——cosnx+c
n

1
jcosnxdx:—sen nx+c
n

1 X
xsen nxdx:——zsen nx——cosnx+c
n n

1 x
xcosnxdx:—zcosnx+—sennx+c
n n
) 2x 2 X
xsennxdx:—zsennx+ — —— |cosnx+c
n n n
2

) 2x x° 2
X cosnxdxz—zcosnx+ ——— [sennx+c
n n n

I
_[ sen nx cos nxdx = 2— sen‘nx+c
n

e™ (asenbx —bcosbx) te

e“'sen bxdx =
J. a2 +b2

e™ (acosbx—bsenbx)
+c
a*+b’
sen(m—n)x B sen(m+n)x te
2(m—n) 2(m+n)
cos(m—n)x B cos(m+n)x te
2(m—n) 2(m+n)

J. e™ cosbxdx =

J sen mx sen nxdx =

J sen mx cos nxdx =—

sen(m—n)x sen(m+n)x
+ +c
2(m—n) 2(m+n)

_[ COS mx cos nxdx =
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EJERCICIOS 8.1

1. De las siguientes funciones periddicas, hallar tres periodos que les co-

S B

10.

11.

rrespondan:
a. cosx c. cos 2x e. sen%
b. cotx d. sen2x f. cos 3x
Respuestas:

a. 2w, 4, 671, ...
b. c. d. w, 2w, 3m, ...
e. 4, 8, 12, ...

—,—, 2m, ...
f 3 3

. Encontrar el minimo periodo de las siguientes funciones:

a. senx c.tanx e. sen2x g. sen2mx i sen 3mx
b. cosx d. cotx f cos2x h. cos2mx j. cosdmx
Respuestas:

a. b.2w
c.de fm

g h1

i

»—AUJ|N3.

Jo=
2
Graficar las siguientes funciones en el mismo sistema de coordenadas:

1 1 1
a. cosx,cosx+zcos 2x,c08x+—cos2x+—cos3x

1 1 1
b. sen x,sen x+—sen3x,sen x +—sen 3x +—senSx
3 3 5
Graficar las siguientes funciones:

f(x)= %,—w <x<m f(x+2m) = f(x)

f(x)=§—g,—7r<x<Tr,f(x+27r)=f(x)

fx)y=e ", —m<x<m, f(x+2m) = f(x)
fx)=[senx|,0<x <, f(x+m)=f(x)
f(x)=senhx,—w<x<m, f(x+2m)= f(x)
f(x)=coshx,0<x <, f(x+)=f(x)
f)=x*,—m<x<m, f(x+2m)=f(x)

0, —-mw<x<0

f(x)={ .

x, 0<x<m



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Series trigonomeétricas y funciones periodicas

£00) {senx, O<x<m
x =
0, T<Xx <2
x*, O<x<l1
xX)=
f@) {2—x, 1<x<2
COS X, O<x<§
fx)=

4

0, —<x<T
2

X

e, O<x<l

o]

e, 1<x<?2

Demostrar que h=af —bg donde a, b = constantes, tiene un periodo T’
sify g tienen periodo 7.

Probar que la funcién f(x)=c, donde c es una constante, es una funcién
periddica con periodo 7, para cualquier nimero positivo 7.

Resolver las siguientes integrales Respuestas:
J.%/zcos nxdx 3w n=0
0
2
0 n=2,4,6,8,10, ...
L n=1,509,13, ..
n
1
- n=3,7,11,15, ...
n
[ 7sen nxdx 0 n=0,2,4,6,8,10, ..
2
= n=1,3,5,7,9, ..
n
" x cos nxdx
J.O 1T2/2 n= 0
0 n=2,4,6,8, ...
1
-— n=1,3,5,7, ..
n
J.ﬁxsen nxdx
0 0 n=0
T
— n=1,3,5, ..
n
I n=24,6, ..
n
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436 Capitulo 8 Series de Fourier

22. J‘1T x sen nxdx

/2
23. _[ /2xsen nxdx

4. [7

X COS nxdx
—m/2

25. Joﬂ x? cos nxdx

26. J‘:xz sen nxdx

n=0
n=1735, ..
n=2,4,6, ..

n=0

n=1,3,5, ..

n=2,4,6, ..

En los siguientes ejercicios elegir la opcion correcta:

. X . . .
27. La funcién cosz tiene los tres periodos siguientes:

a. 2w, 4, 6

c. T, 27,

a.2/3 b. 2w

b. —
2
d. 4, 8, 127

28. El minimo periodo de la funcién cos 3mx es:

Cc. T



29. Elegir la grafica que representa f(x)= |cosx

Series trigonomeétricas y funciones periodicas

Jx+m) = fx)

a. b.
ERE T @
c.? d
Figura 8-2.
30. La solucién de la integral J:ﬁ X cosnxdx es:
2
T n=0
2
a. 1=  n=24,6,.. b. 0
n
™
e n=1,3,5, ..
n2
0 n=0 0 =0
c. 1=  n=24,6,.. d 1= n=135 ..
n n
- n=1,35, .. L n=24,6,..
n n
31. Lasolucion de J‘Ow e" cosnxdx es:
el u=245, .. L a=24, ..
n n
a i b. 1
el sas = n=1,3,517, ..
n n
i n=0 T n=0
e 19l o246 .. a4 -1 n=24 ..
n n +1
e"—1 1
— =1 n=1,3,5, ..
n*+1 =TS b U n*+1
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438 Capitulo 8 Series de Fourier

32. Completar la consecuencia légica:

Si cada uno de los términos de una serie trigonométrica tiene periodo

217, entonces,

a. Si la serie converge, su suma es funcién de la mitad del periodo, es
decir, de .

b. Si la serie converge, su suma es funcién del doble del periodo, es
decir, de 4.

c. Si la serie converge, su suma es funcién del periodo 2.

d. Sila serie converge, su suma es funcién de la semisuma de los extremos

-0 -2

del intervalo 21, es decir, =q. O bien

=17, etcétera.

Respuestas:
27. d. Se comprueba con la grifica.

28. a.

29. a. Laopcién b representa y=|senx|. La opcién c es y=cosx, ylad da
la grafica de y=senx.

30. b. Porque izcos n'rr—izcos nw=0.
n n

31. c¢. Porque tenemos

2

(eqT cosnw—l) paran=1,2,3, ...
n-+1

32. c.

Gréficas de los ejercicios del 4 al 15:

—m 7T 31 —1:4 sy 37 - ™ 3 m™ 2w 3w
4 5 6 7
11 11 w’ m’
—y T / 3w ™ 2 3w ™ 3m -7 | T 2w 3w
=1 g 9 10 11

m™ 2m 1 2 3 4

12 13

Figura 8-3.
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Teorema 3

. nx nTx . ..
Las funciones cos P y sen Pt n=1, 2, 3, ...,k >0 satisfacen las siguien-

tes propiedades de orfogonalidad en el intervalo —k < x < k.

k Nnx mx Osinzm
COS——COS dx =

—k

ksin=m

J. sen——Ssen

—k

nx mmx Osinzm
x = )
ksin=m

k
J‘ nmx mx

CcOos——sen dx =0, 0, para todas n, m.

-k
DEMOSTRACION:
En la primera integral, sea n=m, entonces,

k, k,
Jcoszﬂ x:'[l 1+0052m-rx dx
k 2 k

-k -k

2n
Sea n#m. Usamos la identidad:

COSXCOS Y= % [cos(x+y)+cos(x—y)]

dx =

seén——-CoS
—k

J l{cos (ntm)mx +cos (n=m) qTx}dx
2 k k

k
J‘ nmx mx

— k
1 k (n+m)mx k (n—m)mx
=_ sen + sen
2 (n+m)w k (n—m)m k o
:l Lsen(n+m)w+isen(n—m)w =0
2l (ntm)w (n—m)m

La demostracién de la segunda integral es similar, usando las identidades si-
guientes:

1—-cos2x

—

2
Paran=m —>sen"x =

Para n#m — sen x senyz%[Cos(x—y)—cos(x+y)].

La demostracién de la tercera integral es inmediata, por ser simétrica; de todas
formas se va a desarrollar asi:
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Paran=m:
k k
nTX mix 1 k , MTX
COS——sen dx=———sen =0
e k k 2 mm k 1

1
Para n#m usamos: senxcosy= 5 [sen(x—y)+sen(x+y)]

k
_[ l[sen (m —n)mx +sen (m +n)fnx} dx
52 k k

k
_ _l[ k cos (m—n)mx N k cos (m+ n)*n'x}

2l (m—n)m k (m+n)m k »
= —l[ cos(m—n)m— L cos(m—n)m+ L cos(m+n)m
2L(m—n)m (m—n)m (m+n)w

—Lcos(m+ n)'rr}= 0.
(m+n)mw

Formulas de Euler

Sea: f(x)=aqa, +2(an cosnx+b sen nx) una funcién periddica con periodo
n=1

T = 2. {Qué valores toman a,, a

uno de ellos.

b paran=1, 2,3, ...? Calcularemos cada

n’

Obtencion de a,

Se integra la funcién desde —m a 1 (su periodo):

1]. f(x)dx = 1]- a,dx +7]- a, cos nxdx + T]‘ b sen nxdx

para sustituir adecuadamente la sumatoria, afladimos: paran=1, 2, 3, ...
T,

[ aydx=a,x"_ =2
a,dx —aox|_1T =2a,m

-

ey
a

_[ a, cosnxdx =—"sen nx|"_=0
n

-

y
—b
_[ b,sen nxdx =—"cosnx|"_

-

-b
=—2L(cosnm—cosntm)=0
n

- T[ f(x)dx =2a,w Soay = Ziq]‘ f(x)dx.
b ™



Obtencionde a, n=1,2,3 ...

Se multiplican los miembros de la funcidn por cosnx y se integran de —m a

’IT , ’ﬂ'
_[ cosnxf(x)dx = _[ a, cos nxdx + I a, cos’ nxdx

- - -

+I b sen nxcosnxdx, n=1, 2,3, ...
-
iy

a
I a, cos nxdx = -2 sen nx
n

=0

- —r

_[ a, cos” nxdx = %an J. (1+cos2nx)dx

e [x+ i sen2nx]
2 2n -
=a,m

,
J b sen nx cosnxdx =0 (ver el teorema anterior)

-

- J cosnxf(x)dx=a,m

-

s.a, :l J. f(x)cosnxdx, n=1,2,3, ...
iy

-

Obtencién de b, n=1, 2, 3, ...

Se multiplican ambos miembros por sen nx y se integran de —m a

, y Ky
_[ f(x)sen nxdx = j a,sen nxdx + _[ a, cosnx sen nxdx

- - -

+J. bnsenznxdx, n=1,2,3, ..

-
T, ku
]
a,sen nxdx =——cosnx| =0
n
-

-

‘IT
J a, cosnx sen nxdx =0
-

| bsen*nxdix = %bn [ (1=cos2nx)dx

m

= ﬂ [x— i sen2nx]
2 2n

=bm

-

Férmulas de Euler
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S | flosen nxdx=bm -5, =L | flx)sen nwdvon=1,2, 3, .
I

—T -

Las férmulas asi definidas se llaman formulas de Euler:

a, = LT[ f(x)dx
2w 7

a, :l j f(x)cosnxdx,n=1, 2, 3, ...
)

-

b, =L [ fxsen mxdx,n=1,2, 3, ...

-
Definicién 8.2
Serie de Fourier. La funcion:
f(x)=a,+a,cosx+bsenx+a,cos2x+ ...
=a, +i(an cosnx+b sen nx)
se llama serigzclle Fouriery los coeficientes obtenidos a partir de a,, a,, a,, a,

y b, (las férmulas de Euler para n=1, 2, 3, ... se llaman coeficientes de
Fourier de f(x).

—EJEMPLO 1

Hallar la serie de Fourier de la siguiente funcién periddica con periodo 2y
trazar la grafica de las tres primeras sumas parciales.

y
»
1 Aﬁ
|
]
'i‘_| 1/24 [r——
[}
I ! | [
{ . $ $ > x
- Ll Kl m
2 2
Figura 8-4.

Paso 1. Encontramos los coeficientes de Fourier, mediante las formulas de
Euler.

a, = LTI. f(x)dx
2w =

7 =
T oax+ | axe | Lax

2w




a, :l Jf(x)cosnxdx
"

-
7% 7 "t 1
=— J —cos nxdx + J cos nxdx + J—cosnxdx
i - 2 0 %
1 /2 “Vz T
=—| —sen nx +—sen nx| +—sennx
™| 2n w N 0o 2 %

1[ 1 nm 1 nm 1 m'r}
=—|-——sen—+—sen———sen— |=0
2n 2 n 2 2n

soa =0.

n

b, = L J. f(x)sen nxdx
™

-

7 7 m
b, _1 _[ lsen nxdx + J sen nxdx + J.lsen nxdx
T - 2 0 %
1 1 —m/2 A ™
=—|——cosnx ——cosnx| ——cosnx
w 2n e N 0o 2n s
1[ 1 nm 1 1 nm 1 1 1 n’n’}
=—| ——Cc08S—+—COS T —— COS — + — — — COS T+ — COS —
L 2n 2 2n n 2 n 2n 2n
1[ 1 nmw 1}
=—|——cosS—+—
L n 2 n
L n=1,3,57,9,11, ..
nw
:l(l—cos”—“): 2 =260,
ni 2 nw
0 n=4,8,12, ...

Paso 2. Sustituimos los coeficientes de Fourier en la serie:

f(x)=a, +ansen nx

n=1

=a,+bsenx+b,sen2x+b;sen3x+...

f(x)=l+lsenx+isen2x+isen3x+0+Lsen5x+...
2 21T 3w 5w

Férmulas de Euler
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444 Capitulo 8 Series de Fourier

1 1 1 1
=—+—|senx+sen2x+—sen3x+—senSx+... |.
T 3 5
Paso 3. Graficamos S|, S, y S,
1 1 1 1 1 1
s, =—, §,=—+—senx, s, =—+—senx+—sen2x
2 2w 2w o
S
ST 0
-m  -075m -0.5m -0.257 0 0257 057 075w 17
Figura 8-5.
X -m 3 ™ W 0O o 3m 0w
4 2 4 4 2 4
S, 1 028 02 03 1 072 08 072 1
2 2 2
85 1 06 02 0.02 1 104 08 04 1
2 2 2
Observamos que cada suma parcial se aproxima mads a la funcién original y
en el infinito coincide exactamente. Por ello, la serie (si es convergente)
__converge a f(x).

— EJEMPLO 2
Hallar la serie de Fourier de la siguiente funcién:

2
f(x)=%,—’n‘<x<'n,T=2'n

L 2
a, :l fx—cosnxdx,nzl, 2,3, ..
T

=T




™ 2
b =L [ X sennvdr.n=1,2,3, .
I

-

= L[z—:r cosn+ 2—? cos mr} (vea pagina 433)
2wl n n

_2 n=1,3,5,7,..

2
n
=—=Cosnm =

2 n=2.468. .

n

b, = i[z—f sen nx

2 o0
™
- f(x) :—+2an cosnx

n=1

Trz 2 2
=—+(-2)cosx+—cos2x——cos3x+ ...
6 4 9

D"

n

cosSnx

o f(x) = %+ 2y

— EJEMPLO 3

Hallar la serie de Fourier correspondiente a la funcién:

i ™
0 —1T<x<—5 y 5<x<1‘r
f)=

Tr 11'
cosx ——<x<—
2 2

Férmulas de Euler
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Series de Fourier

T=2m

b e ] 17
P 21 H-..,\\_. a, =Z Jf(x)dx

a,= l J. f(x)cosnxdx;
™ -

' n=1,2,3,..

I Y I N
- -0.757-0.57 -0.257 |0 025w 0.5m 0.75w
b, = l J f(x)sen nxdx;
Figura 8-6. ™_
n=1,2,3,..
7 72 .
aO:L J Odx + J. cos xdx + J Odx
2T 7 S
7
2T - 2T T
|7
a,=— J COS X COS nxdx
™
2

Como cosxcosy= % [cos(x—y)+cos(x+y)]

|

—a,=— .[ [cos(x —nx)+cos(x+nx)]dx
T
| 7
=— | [cos(=n)x+cos(1+m)x]dx
T,

g2

! [L sen (1 —n)x+Lsen (1+ n)x}
! 7
2

_% 1-n +n

—n

_ 1[
“2mll-n 2 l-n

= ! [isen(l—n)3+isen(l+n)z}
1-n 1+n 2

a

sen(l—n)E+Lsen(1—rz)E+Lsen(1+n)£+—sen(l+n)E
2 1+n



:l[Lsen(l—n)E+Lsen(1+n)z}, n#l
2 1+n 2

wll—-n

wLl—n 1+n
1[ m( 1 1 }
=—|cosn—| —+—
v 2\1-n 1+n
+2 n=2,6, ..
5 mw(n~—1)
:+cosn—: 0 n=3, ..
m(n~ —1) ™ 5
— =4,8, ...
mn 1)
Para n=1 vemos:
|7
a,=— J. (cosOx+cos2x)dx
w
2
1 7
=— | (+cos2x)dx
Z’Tl' _%
1[ 1 }% 1(17 wj 1
=—/|x+—sen2x =—|—+—=|=—.
21 ey 2mw\2 2 2

17
Ahora buscamos: b, =— J COS x sen nxdx
T
1 1 I 7
=—|- cos(n—1)x———cos(n+1)x =0.
2wl n-1 n+1 _my
—>f(x)=l+lcosx+icos2x—icos4x+icos6x—
31 157 351
=l+lcosx+z lcos2x—icos4x+icos6x— v |
— ™ 2 m\3 15 35

— EJEMPLO 4

Hallar la serie de Fourier de:

f(xX)=x, —-m<x<m

y graficar las tres primeras sumas parciales.

1[ 1 T T ™ T 1 i ™ ™ 1T:|
=—| ——| sen—cosn——cos—sen n— +——| sen—cosn—+Ccos—sen n—
2 2 2 2 2 2

Férmulas de Euler
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448 Capitulo 8 Series de Fourier

1 m
ao—%_[xdx
_ 1 .x_zﬂ _ 1 (11'2—(_17)2):0
2w 2| 4w

111'
a,=— _[ xcosnxdx,n=1, 2, 3, ...
Trﬂ'r

m

= l[iz cosnx+2sen nx} (vea pagina 433)

mLn n

-

e n
= —| — coSnmT ——; COSnT+—sen nmw——sen nm =0
mLn n n n

bn:l_[xsen nxdx, n=1,2,3, ...
Tr—'n'
1{1 x T
=—| —sen nx ——cosnx
mln n .
1[ T i }
=—| ——CoSnmT——CoSnm
wl n n
2 n=13,5, ..
n
=—Z—cosnm= 5
" -2 n=2,4,6,..
n

s f(x) :ibnsen nx

n=1

= 2(senx —%(sen2x)+%(sen3x)—i(sen4x)+ j .

=2 senx—lsen2x+lsen3x—lsen4x+ e |
2 3 4

Sean: s, =2senx

§, =2senx—sen2x

2
s, =2sen x —sen2x +—sen 3x, entonces,



Férmulas de Euler

W/
I s -~
‘ﬁ-’ -0.75w -0.5m 0257 /0 025w 05w 0.5

N "/-';;ﬁ?;/

II"" J’Jrj"fx .J.
\.\"\,\II //"// ’
\\ 17 -
\ X //
\\- -}_!f/
SN -3
Figura 8-7.
T O . A L
4 2 4 6 6 4 2 4
s; 10 —-14 -2 -14 -1 0 1 14 2 14 0

s, [0 24 -2 04 -0.134 0 0.134 04 2 24 0
s, [0 -3 -133-088-08 0 0.81 183 1.33 2.87

)

Esta misma funcién en el intervalo (-1, 1), Mathematica la aproxima y
grafica como:

<<Calculus “FourierTransform”
Clear[f]
flx 1=x;
fstable=Table[FourierTrigSeries[f[x], {x, -
1,1},n],{n,2,8,2}1];
TableForm[ fstable]
fstable
glx_]:=x/;-1=x=1
glx_l:=g[x-2]/;%>1
plotfourier[i ]:=Plot[{fstable[[i]],9[x]},
{XI_1I3}I
PlotStyle—{GrayLevel[0],GrayLevel[.2]},
DisplayFunction—Identity];
toshow=Partition[Table[plotfourier[i],
{i,1,4}1,2];
Show[GraphicsArray[toshow] ]
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Series de Fourier

10} 10}

05f / 05Ff /

1 2 3 1 : 1 /2 3
0.5 0.5

1.0° 1.0°

10} 10}

05f / 05 / /
i 2 3001 : 1 2 3

— 1OF 1.0F

Convergencia de las series de Fourier

Teorema 4

Sea funa funcién periddica, con periodo 21y sean f(x) y f’(x) seccionalmen-
te continuas en el intervalo (-, )

Entonces, la serie de Fourier converge a:

a. f(x) si x esun punto de continuidad.
b. % lim f(x)+lim f (x)) si x es un punto de discontinuidad.

DEMOSTRACION:

Supongamos que f(x)tiene primera y segunda derivadas continuas.

Tomando a, = l J f(x)cosnxdx
1T

-

Integrando:
0
a,= %M 1 f/(x)sen nxdx
n P
Integrando de nuevo:
= f (x)zcosan - 21 Jf”(x)cosnxdx
n'm o >,

El primer término se anula, gracias a la periodicidad de f'(x). Como f”(x) es
continua en el intervalo de integracién, tenemos: | f”(x)| <M donde M es una

constante apropiada.

Ademis, |cosnx|<1



Convergencia de las series de Fourier

1|7 1 7 2M
—a,=— _[ J7(x) cos nxdx| < —— _[ dx=—-, para toda n
now| noaw n
De la misma manera: |b,| < 2—]‘2/1
n

Podemos concluir que el valor absoluto de cada término de la serie de Fourier
correspondiente a f(x) es a lo sumo igual al correspondiente término de la serie:

1 1 1 I 1 1
|a°|+2M(1+?+?+E+ ...J+2M(l+?+3—2+z+ j

1 1 1
:|a0|+4M[l+?+3—2+?+...)

que es convergente. Por lo tanto, la serie de Fourier converge.

—EJEMPLO 1

Vimos en el ejemplo 1 que la funcién:

1 ™

- —m<x<-—

2 2

0 —§<x<0

fx)=

1 0<x<Z
2

1 ™

— —<x<T

2 2

.11 1 .
convergia a —+—| senx+sen2x+—sen3x+ ... |, siendo x un punto de con-
tinuidad. m 3

< Tr T
Pero, ;qué sucede en x :—E,x =0y x:E?

T
Veamos para x = 2

0+1
lim 0=0y lim 4=t /2.1
x>y s> 22 2 4

™ 1
s en x=——, converge a —
2 4

Para x=0:

liml=1y lim0=0—70_1
x—0" x—0" 2

4561



452 Capitulo 8 Series de Fourier
1
~.en x=0, converge a 5
o
Para x=—:

12+1
Iim l=ly 11’m1=1—>/2—=§
=720 27 o 2 4

1y 3
S en x=—, converge a —.
— 2

—EJEMPLO 2

2
La funcién del ejemplo 2: f(x)= %,—’IT < x < converge en todos los pun-

tos y su suma es igual a:

2 o 1\!
1T—+2Z‘( 12) cosnx donde |cosnx|<1

n=1

Por el teorema anterior y tomando x =r:

6 1 2? 3? 4? 52

w* cosT cos2m cos3m cosdm cosST
—+2| - + + + ..

22 32 42
entonces,
2 2 oo
T 5 iz
2 6 o hn
2 2 oo
3" —r _» i
6 ohn
2 o0
T s iz
3 ohn
RSN
6 n?’

n=1

donde queda probada la convergencia de la serie ziz .

n=1

—



Convergencia de las series de Fourier

EJEMPLO 3

La funcién del ejemplo 3 converge en todos los puntos y su suma es igual a:

1 1 2(1 1 1
—+—cosx+—|—cos2x——cosdx+—cosbx+ ...
T 2 m\3 15 35

— EJEMPLO 4

En el ejemplo 4, la funcién f(x)=x,—m<x < converge a:
1 1 1
2| senx——sen2x+—sen3x——sendx+ ...
2 3 4

para x como punto de continuidad.
En los puntos de discontinuidad, , 3, 5, ..., etc., tenemos:
Para x=1:

-+

lim (—m)=-m y lim(m)=m7— =0

x> x>

En dichos puntos la funcién converge a cero.

Tomemos en la serie x =

(SR

\__en donde se vuelve a demostrar la convergencia de una serie conocida.

— EJEMPLO 5

Usando el desarrollo de series de Fourier de 1a funcién f(x)=x? calcular la
suma de la serie

f(xX)=x’,—m<x<m

453



454 Capitulo 8 Series de Fourier

E|

1| 2x
=—| —-cosnx
Tl n

x’sen nxdx

b =

n

[E—]

1
™

T 2 L
1| 2x 2 x
=—|—sennx| + ——— |cosnx
™ n x \n n .

|:(£_1T_2] cosn — (3_ (_’17)2 ] COSI’HT:| =0

E)

f(x):%—4(cosx——cos2x+écos3x——cos4x+ ]
2 > (] n+l
=Tr——4z( )2 cos nx
3 n=1 n
2 oo _1 n+l
Tomemos x=0 %xzz%_4z( )2
n

EJEMPLO 6

Igualmente el lector puede encontrar:

m_1. 1 1,
g 12 3 52 7



usando: f(x)=|x|,-1<x<l1

o bien:
llamando s=1+l+l+i+i+
16 25
1 1
y s =l+—+—+—
9 25 49

1 1 1 1 1 1
Tenemos: s=s5,+—+—+—+..=s5+—| | +—+—+ ...
25 16 36 4 4 9

=s5+—s
4

1 3
Por tanto, s, =s——s=—s
4 4

2

En el ejemplo 2 vimos que: 1+l+—+ =L
4 9 6
3@’
-85 =——
46
2
™
(s
LA SN SR U
— B R C S

Convergencia de las series de Fourier

EJERCICIOS 8.2

Hallar la serie de Fourier de las siguientes funciones:

1 ) {O, —m<x<0
. X)=
2, O<x<mr
y
A
2
T T » X
—T ™
Figura 8-8.

Respuesta: f(x)=1+i[senx+§sen3x+%sen5x+ ]
T
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456 Capitulo 8 Series de Fourier

SN

Figura 8-9.

Respuesta: f(x)= —z(cosx +sen 2x+lcos 3x —lcos Sx— ) .
™

roﬁ‘

Figura 8-10.

Respuesta: f(x)= i+l(cosx+senx+sen2x—%cos 3x+ ) .
T

»
>

T
3

Figura 8-11.

Respuesta: f(x)= %+ 2

cosx—lcos3x+lcos5x—lcos7x+ v |-
3 5 7
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S. Yy
A

ﬁ 1- ﬁ

| | | |

| | | |

| | | |

| | | |

: : . ' »X
- _ T ’IT
2 2
Figura 8-12.

Respuesta: f(x)=1+2 —cosx+lcos3x—lc055x+lcos7x—... .
2 @ 3 5 7

A

i

v

—T

T
|
|
|
|
I

Figura 8-13.

Respuesta: f(x)= i(senx+%sen 3x+§sen Sx+ ) .
o

7. f(x)=x’,—m<x<m
’ 1 1
Respuesta: f(x)=?+4 —cosx+20082x—§cos3x+... .

x —m<x<0
1 O<x<m

8. f(X)={

Respuesta: f(x):l—2+£ cosx+lcos3x+icos5x+...
2 4 9 25

2+
+
e

i 1 1
(senx+§sen3x+§sen5x+ }

+ —lsean—lsen4x—lsen6x—
2 4 6
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1 —m<x<0

9. f(X)={ .

O<x<m

Respuesta: f(x):l—z+g cosx+lcos3x+i0035x+...
2 4 = 9 25

2—mr 1 1
+[——j [senx+—sen3x+—sen5x+ j
iy 3 5

+lsen2x+lsen4x+lsen6x+
2 4 6

—m<x<0

—X
10. f(x) :{0

O<x<m

Respuesta: f(x):ﬂ—E cosx+lcos3x+L0035x+
4 9 25

+(—senx+lsen2x —lsen3x+
2 3

—m<x<0

1
11. f(x) :{_2

O<x<m
1 6 1 1
Respuesta: f(x)=————|senx+—sen3x+—senSx+ ...
2 @ 3 5

—-m<x<0

{0
12. f(x)=

sen2x O<x<m

Respuesta: f(x)=—i(—lcosx+lcos3x+Lc055x+icos7x+ ]
w\ 3 5 21 45

0 -m<x<0

13. f(x)=
sen x O<x<m

Respuesta: f(x)=l+lsenx—£ lcosZ)c+icos4x+icos6x+
m 2 m\3 15 35

0 -m<x<0

14. f(x)=
cos2x O<x<m

Respuesta: f(x)zE —lsenx+§sen3x+isen5x+
m\ 3 5 21

15. f(x)=cos2x,—m<x<

Respuesta: f(x)=cos2x



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

Convergencia de las series de Fourier

f(x)=cos2x,0<x<m

Respuesta: f(x)= i —l senx+§sen 3x+isen 5x+lsen Tx+ ...
w\ 3 5 21 45

Sugerencia: duplicar los coeficientes de Fourier.

f(x)=cos§,—1'r<x<7r

Respuesta:f(x):z+i lcosx—icost+icosfbc—icos4x+...
m w3 15 35 63

f(x)=sen’x,~m<x<m
Respuesta: f(x)= % - % cos2x

O<x<m

_{1
f@=1_,

—-m<x<0

4 1 1 1
Respuesta: f(x)=—|senx+—sen3x+—senSx+—sen7x+ ...

T 3 5 7
f(x)=x,0<x<2m

1 1 1

Respuesta: f(x)=mw—-2 senx+§sen2x+§sen3x+zsen4x+
f)=|x|,-m<x<m
Respuesta: f(x)zﬂ—i cosx+lcos?>x+icos5x+icos7x+...

2w 9 25 49
flx)=|senx|,—w<x<m

Respuesta: f(x)= z—i(lcos 2x+icos4x+icos6x+ )
3 15 35

I
CoS X O<x<m
flo)=
—cosx —mw<x<0
8(1 2 3
Respuesta: f(x)=—| —sen2x+—sen4x+—sen6x+ ...
m\3 15 35
—x —m<x<0
fl)=
X O<x<m

Respuesta: ver ejercicio 21.

f(x)=cosx,0<x <

Respuesta: f(x) =§(l sen 2x+£sen 4x+isen 6x+ j
w\3 15 35
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En los siguientes ejercicios elegir la opcién correcta:

26. La serie de Fourier de la funcién
{1 —-m<x<0
fx= -1 O<x<mw

Estd dada por:

8 1 1
a. —|senx+—sen3x+—senSx+ ...
™ 3 5

b. i(cosx+lcos3x+lcosSx+ ]
oy 3 5

4 1 1
c. —|senx+—sen3x+—senSx+ ...
1 3 5

d. i(cosx+lcos3x+lc055x+ ]
0y 3 5

27. Los coeficientes de la serie de Fourier correspondientes a la funcién:

0 -—m<x<0
fx)=
X O<x<m
™ 1
a. ay=—, a,=0, b,=—, n=1,3,5, ...
4 n
B ao:g, an=_—22’ n=1,3,5,.. b,=0
™
T ) o n=135, ..
c. gy=—, a,=—, n=L13,5,.., b=
4 ™ —% n=2,4,6, ..
d. aozﬂ’ anZO, bnz—l’ I’l=2, 4, 6, cee
2 n

28. Dada la funcién f(x)= 2cos’ x, —r < x <1, s6lo una de las opciones es
totalmente verdadera:

a. ay,=1, a,=n, n=2,4,6, ..., f(x)=1+cos2x
2 1

b. a,=0, a,=0, f(x)=1+— senx+§sen3x+...
1T

c. b=0, ag,=1, f(x)=1+£(cosx+%cos3x+...)
T

d. a,=1, a,=0, f(x)=1+cos2x



29. La serie de Fourier de la funcion

f(x)=sen2x, 0<x < estd dada por:

4( 1 1 1
a. —|——senx+—sen3x+—senSx+ ...
™ 5 21

b. —§ —lcosx+lcos3x+i0055x+
™ 5 21

4( 1 1 1
c. —|——cosx+—cos3x+—cosS5x+ ...
an 5 21

d. é(senx+lsen3x+lsen5x+ j
1y 3 5

Convergencia de las series de Fourier

30. Los coeficientes de la serie de Fourier de la funcién f(x) = sen x,

0<x <, son:

a ao—z, a, = _24 , n=2,4,6,.., b =0
m ’Tl'(n - )
1T -2
b. ay=—, a,=0, b, = > , n=2,4,6,
2 1T(I’l = )
¢ aozl, a, = _22 , n=2,4,6,...,b =0
m "lT(I’l - )
d aO:l’ anzo’ bn_ _24 9 I/l:l, 3, 5, veey
mw 7T(l’l - )
Respuestas:
26. c. Porque a,=0,a,=0, b, 2 4=1,3,5,7, ..
n
27. c.

28. d. Porque a,=b,=0 y a,=1=a,. Entonces, f(x)=1+cos2x

29. b. Porque a,=b, =0, a, =
a e W(n2—4)
30. a.

Definicion 8.3

Funcion par.

_—8, n=1,3,5,7, ..

f (x) es funcién par en el intervalo [a,b] <> para toda x en el intervalo:

fE=x0)=f(x).
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—EJEMPLO 1
f(x)=cosx, —g <x<
f(=x)=cos(—x)=cosx = f(x)

\— .". la funcién cosx es funcion par.

—EJEMPLO 2

f(x)=x*, —-1<x<1

fE0)=(x)"=x" = f(x)

.z 2
\_— .. la funcién x° es par.

Definicion 8.4
Funcion impar.

f(x) es funcion impar en el intervalo [a,b] <> si para toda x en el intervalo:

fE)==f(x).

— EJEMPLO 1

" "
(x)=senx, ——<x<—
! 2 2

f(=x)=sen(—x)=—senx=—f(x)

(.. la funcién sen x es funcién impar.
—EJEMPLO 2

f(x)=x"—x.

fEx)=(=x) = (—x) ==x" +x=—(x" —x) == f(x)

\_ .. la funcién x’ —x es funcién impar.

Hay funciones que no son pares ni impares (el hecho de que una funcién no sea
par, no implica que sea impar). Una funcién par es simétrica respecto al eje y,
y una funcién impar es simétrica respecto al origen.

EJEMPLO 3

f(x)=x"+x.

f=x)= (—x)2 +(—x)=x"—x#—f(x)

* 7z 2 . .
-~ la funcién x”~+x no es par ni tampoco impar.
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Teorema b
La suma de funciones pares es una funcién par.
La suma de funciones impares es una funcioén impar.

DEMOSTRACION: se deja al lector.

Teorema 6
f(x) funcién pary g(x) funcién par.
— f(x)g(x) es funcién par.

DEMOSTRACION:

Sea: h(x)=f(x)g(x)

Tomemos: h(—x)= f(—x)g(—x)
= f(x)g(x), porque ambas son pares
=h(x)
soh(=x)=h(x)

Teorema 7
f(x) funcién impar g(x) funcién impar.
— f(x)g(x) es funcién par.

DEMOSTRACION:

Sea h(x)= f(x)g(x)

Tomemos: h(—x)= f(—x)g(—x)
=[-f(x)][-g(x)], porque son impares.
= f(x)g(x), por la ley de los signos.
=h(x)

Soh(=x)=h(x)

Teorema 8

f(x) funcién pary g(x) funcién impar
— f(x)g(x) es funcién impar.

DEMOSTRACION:

Sea: h(x)= f(x)g(x)
Tomemos: h(—x)= f(-x)g(—x)
=f(0)[-8(x)]

=—f(x)g(x)
=—h(x)
soh(=x)=—h(x)
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— EJEMPLO 4

Representar la siguiente funcién como la suma de una funcién par y de una
funcién impar.

X
fx)=—
1—x
X 1+x X x*
: = 2+ 2
1-x I+x 1-x" 1—-x
2
X X
Sean: fl(x):m y fz(x)zl_x2

f1(—x)=—1 al - =—f,(x) es impar,

A=Y 2 f es par.

— 1-x

NOTA: Para una funcién par, se cumple que:

[i[ f(x)dx = 26]‘ f(x)dx

Para una funcién impar se cumple que:

(] f(x)dx=0

EJERCICIOS 8.3

En los siguientes ejercicios, encontrar las funciones que son pares, las que
son impares y las que no son ni una cosa ni otra.

Respuestas:
1. f(x)=x"-x’ Impar.
2. f(x)=x"'—x" Par.
3. f(x)=x",n=1,2,3 Si n=2k, par.
Si n=2k+1, impar.
4. f(x)=lxlI Par.
5. f(x)=xsenx Par.
6. f(x)=x’senx Impar.
7. f(x)=x"senx,n=1,2,3, .. Sin par, f(x) esimpar.

Si nimpar, f(x) es par.
8. f(x)=x"cosx,n=1,2,3, .. Sin par, f(x) es par.
Si n impar, f(x) es impar.
9. f(x)=x—x" Ni par, ni impar.
10. f(x)=e" Ni par, ni impar.
11. f(x)=Inx Ni par, ni impar.
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12. f(x)=sen’x Par.
13. f(x)=cos’x Par.
14. f(x)=xlxl Impar.
15. f(x)=|cosx| Par.
16. f(x)=senhx Impar.
17. f(x)=coshx Par.
-3, —1<x<0
18. f(x) ={ 3 O<x<l Impar.

Suponiendo que las siguientes funciones son periddicas, con periodo 21r; ha-
llar si son pares o impares o ninguna de las dos cosas.

Respuestas:
—x, —mw<x<0
19. f(x) z{ Par.
X, O<x<m
x, —m<x<0 . ..
20. f(x)= Ni par, ni impar.
0, O<x<mr
0, —-mw<x<0 . ..
21. f(x)= Ni par, ni impar.
x, O<x<m
- f()‘P’ —m2<x<w2
. f(x)= mpar.
x, wR<x<3mn T
e {m —m2<x<w2
. f(x)= mpar.
0, mR<x<3ml ¥

Representar las siguientes funciones como la suma de una funcién par y una
funcién impar.

1 1 X
o 1-x 1=
25, 1+x 1+x2+ 2x

1-x 1-x* 1-x7
26. x*(10+x) 10x° +x°
27. Ix(x+x?) x43+x%
28. ¢ cosh x +senh x

29. Si f(x) es par, probar que |f(x)| es par.
30. Si f(x) es impar, probar que |f(x)| es impar.
En los siguientes ejercicios, elegir la opcidn que da la respuesta exacta:
. -1, —m<x<0 . .
31. Dada la funcién f(x)= con periodo 21, diremos:
1, O<x<mr
a. Es funcién impar porque f(—x)=—f(x)
b. Es funcién par porque f(—x)= f(x)
c. Es funcién impar porque f(—x)= f(x)
d. Es funcién par porque f(—x)=—f(x)
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32,

33.

34.

35.

36.

37.

38.

—x?, —m<x<0

x?, O<x<m

Dada la funcién f(x) ={
Es funcién par porque es simétrica al eje y

Es funcién impar porque f(—x)=—f(x)

Es funcién par porque f(—x)= f(x)

Es funcién impar porque el intervalo de — a 0 es equivalente al in-

&0 - R

3
tervalo ma —

Dada la funcién f(x)=6x—x?, diremos:

a. Es funcién par porque f(—x)= f(x)

b. Es funcién impar porque f(—x)= f(x)

c. No es funcién par, ni es funcién impar.

d. Es funcién impar porque es simétrica respecto al origen.

Dada la funcién f(x)= e"“, —mr < x <1 con periodo 21, diremos:
a. No es funcién par ni funcién impar.

b. Es funcién impar porque f(—x)=—f(x)

c. Es funcién impar porque f(—x)= f(x)

d. Es funcién par porque es simétrica respecto al eje y.

Dada la funcién f(x)=x, 0 <x <2 con periodo 2, diremos:
a. Es funcién par porque f(—x)= f(x) en el intervalo dado.

b. No es funcién par ni funcién impar.

c. Es funcién par porque es simétrica al origen.

d. Es funcién impar porque f(—x)=—f(x)en el intervalo dado.

Dada la funcién f(x)=e", — <x < con periodo 2, diremos:
a. Es funcién par porque f(—x)= f(x)

b. Es funcién impar porque f(—x)=—f(x)

c. No es funcién par, ni funcién impar.

d. Es funcién impar porque f(—x)= f(x)

Dada la funcién f(x)= x?, —m<x<m con periodo 21, diremos:
a. Es funcién impar porque es simétrica al origen.

b. Es funcién impar porque f(—x)= f(x)

c. Es funcién par porque es simétrica al eje y

d. No es funcién par ni funcién impar.

La representacion de la funcion e como la suma de una funcién pary
de una funcién impar es:

a. coshx+1

b. senhx+1

c. No puede hallarse a causa del exponente negativo.

d. cosh(—x)+senh(—x)

Respuestas:

31.

a. 32.b. 33.c. 34.d 35 b. 36.a 37.c 38 d
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Series de Fourier para las funciones
pares e impares

Funciones pares

Teorema 9

Sea f(x) una funcidén par, periédica con periodo 27
— f(x) tiene una representacion en series de Fourier cosenoidal; es decir:

f(x)=aqa, +Zan cosnx

n=1

con coeficientes:

a, :lff(x)dx, a, ZEIf(x)cosnxdx, n=1,2,3,..b,=0
™5 (LI

Veamos qué pasa en la formulacién de los coeficientes de Fourier cuando la
funcioén es par.

a. a, ziq]‘f(x)dx
2w 5.

Como f(x) espar —a, = i[ZT f(x)dx)z iq]. f(x)dx

b. a, =l I f(x)cosnxdx
T

-

Como f(x) es pary cosnx también lo es, su producto es una funcién par.

—a, :2 J. f(x)cosnxdx
L

c. b= l _[ f(x)sen nxdx
T

-
Como f(x) es par 'y sen nx es impar, el producto es una funcién impar, y su
integral de —m a m vale cero, > b, =0.

Funciones impares

Teorema 10

Sea f(x) una funcién impar, periddica con periodo 2w
— f(x) tiene una representacion en series de Fourier senoidal; es decir:

fx)= ibnsen nx,

n=1

467
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con coeficientes:

a,=0,a,=0,b, =% J.f(x)sen nxdx, n=1, 2, 3, ...
0

Se deja al lector verificarlo como en el caso anterior.

Observacion: Algunos coeficientes de Fourier pueden ser cero sin tratarse de
funciones pares o impares.

— EJEMPLO 1

Hallar la serie de Fourier de la funcién:

fx)=m=x*, —m<x<mw con periodo 2w
1. Veamos si la funcién es par o impar

f(=x)=m"— (—)c)2 =f(x), —w<x<mw .. espar.

2. Sus coeficientes son:

y

a, 2%1]. (71'2 —xz)dx, a, =% J. (11'2 —xz)cosnxdx
0

b,=0 n=1,2,3, ..
Desarrollando:
3™ 3
a0=l Trzx—x— :l 11'3—“— =z¢r2
™ 3, ™ 3 3

0 LN
0 0
2(2 ) 2] 2x X2 "’
=—| —sefinx| |-—| —cosnx+| —- sen nx
w\n o) mln n o
izcosn'rr:i2 n=1,3,517,..
_l n n
—izcosn*rr:—i2 n=2,4,6,8, ...
n n

3. Y la serie correspondiente da:

2 o _1 n+l
m—xt =2t +42%COSI’D€.
— 3 n=1 n
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— EJEMPLO 2

f(x)=x, —mw < x <, con periodo 2
1. (Es par o impar?
f(x)=—x=—f(x), —w<x<m,— esimpar.

2. Con coeficientes:

4y =0. a,=0, b= | f(x)sen ndx, n=1,2,3, ..
™

2’1T
b =— jxsen nxdx,
L

0
2{1 / ”}
=— —28€n nx—cosnx
m™n n 0
’ 2, n=135, ..
=——CoSnx = >
o —%,l, n=2,4,6, ...

3. Y su serie es:

oo _1 n+l
x= 22( ) sen nx.
n=1 n

— Llegamos al mismo resultado de una forma mucho mads ripida.

—EJEMPLO 3

Hallar la serie de Fourier de la funcién (ejemplo 3 de la pagina 445):

0, -T <x< —m/2
f(x)=ycosx, —m/2<x</2 con periodo 2
0, m2<x<m
0, - < x< —/2
1. f(=x)=qycos(-x), -—m/2<x<m/2
0, m2<x<m

Como f(—x)= f(x) es funcién par — b, =0

Tr/2_1

1 (=2 1
2. aoz—f cos xdx =—sen x|, =—
w0 ™

1 2
a,=— COS X COS nxdx
a0

Hallar la serie de Fourier de la funcién (ejemplo 4 de la pagina 447):
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1 1 1 2
= —[— sen(l—n)x+——sen(1+ n)x}
wll—n 1+n 0

(vea pagina 446)

|~

! v 1 11'}
——sen(l-n)—+——-sen(l+n)—
L1—n ( )2 1+n ( )2

11 ™ ™ 1 T 1T:|
=—| ——sen—cosn—+——sen—cosn —
wlLl—n 2 2 1+n 2

1 i }
=—| ——cosn—+——cosn—
wll—n 2 1+n 2
[ 2 17}
=— cosn—
wll—n? 2
_22 n=2,6,
’IT(I’l —1)
- CoSNn—= 0 n=3,5,7,
w(nz—l)
-2
> n=4,8, .
'Tr(n —1)

Para a, tenemos:
2 2
a,=— J. cos” xdx
T 0
1 /2
=—_[ (1—cos2x)dx
T 0

= l[x+lsen 2x|“/2}
2

0
™

_Ifmlt
m\ 2 2

3. Laserie es:

oo _1 n
f(x)zlJrlcostrEE‘(2 ) COSnx
™ 2 -1

n=2

— Igual que el anterior, pero obtenida mas rapidamente.
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EJERCICIOS 8.4

Dadas las siguientes funciones periédicas, con periodo 21r, hallar su serie de
Fourier correspondiente.

1. f(x)=x*, -—m<x<m

3 oo _1 n
Respuesta: x* = % + 42(—2) COSnX

n=1 n
-1 —w<x<0
2. f(0)=
1 O< x<
451
Respuesta: f(x)= —2— sen nx
TN
3. f(x)=x’, -—m<x<m
3 N (_l)nH 2_2
Respuesta: x :22—3(n 1T —6) sen nx
n=1
4. f(x)=x, -—-w<x<m
oo (_l)n+]
Respuesta: x=2 L
n=1
5. fo=x], -m<x<m
T4 1
Respuesta: |x|=——— cos (2n—1)x.
p =2 ﬂé(zn_l) (2n-1)
6. f(x)=|senx|, —-mw<x<m
2 w1 1 1
Respuesta: |sen x|=———| —cos2x+-—cos4x+—cosbx+ ... |.
m™ 4\3 15 35
—x?, —m<x<0
T f0=)
x°, O< x<
Respuesta:
f(x)= 217—§ sen x —sen2x + 2m_ 8 sen3x——sendx+ ...
™ 3 27w 2
8. () {0, —m<x<0
. flx)=
3, O<x<
2< 1
R s f(x)=— sen(2n—1) x
espuesta I ) an:}(zn_l)
0, —-w<x<0
9. f(x)=
X, O< x<

Respuesta: No es par ni impar (vea ejercicio 27 de la pagina 460).

10. f(x)=2x—-x>, O0<x<2m

Respuesta: No es par ni impar
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2 = (_] n+l = (_] n+l
f(x) :_%+42%cos nx+4z%sen nx
n=1 n n=1

1, 0<x<2m/3
11. f(x)=9 O, 2m/3< x< 47/3
—1 4m/3< x< 2

Respuesta:f(x)zz senx+lsen2x+lsen4x+lsen5x+lsen7x e |-
T 2 4 5 7

—x —m<x<0
12. f(x)=
X O<x<m
T oA
Respuesta: f(x)=——— cos(2n—1) x
P F() 2 w - (2n-1)
13. f(x)=senhx, —-w<x<mw
oo _1 n+l
Respuesta: senh x = A 2) sen nx.
m on+1
14. f(x)=cos’x, -—-m<x<m
Respuesta: cos’ le—icosx+lcos 2x+icos 3x— cosSx+ ...
3 2 3w 105

En los siguientes ejercicios, elegir la opcién correcta:

15. Los coeficientes de Fourier de la funcién con periodo 2r:

f(x)=sen2x, —m<Xx <7 son:
a. aO:—L, an:EJ.Wsen2xcosnxdx, b, =0,
21 "0
b. aoz—l, anzzjwsenhcosnxdx, b, =0,
T "0
T
c. ay=a,=0, b =—————senn—,
oo Tr(4—n2) 2

d. a,=0, a, _1 J.: sen2x cosnxdx, b, =0,
mw

16. La funcion f(x)=xsenx, —w<x<mw es periddica con periodo 2,

entonces,
a. Es funcién par - a,=a,=0, b = ~sen n
1-n
b. Es funcién impar — a,=a,=0, b, = > cosn
1-n
c. Es funcién par — a,=1, a,= > COS N,

1-n



17.

18.

19.

Series de Fourier para las funciones pares e impares

1
aI::EE y k% ::0

d. Es funcién impar - a,=0, q, :_%’ a,= 1 2 >sen n
—-n
bﬂ = 0
La serie de Fourier de f(x)=coshx, —m < x < periddica, con perio-
do 2, es:
n+l
a. lsenhq'r+ 2 senhwz( D COS nx
) ™ S+l
n+l
b. lsenhq'r 2 senhfrrz( D sen nx
0 e TR |
n+l
. 2 senh'rrz( 1) sen nx
m St
n+l
4 2 senhfrrz( 1) COSTL
T ~ n’+1
. ) 0, -—-w<x<0 )
La serie de Fourier de f(x)= con periodo 2 es:
2, O< x<

—2

sen(2n—1)x

— (2n—
Y la suma en x(0) ya no es esta serie sino el siguiente valor:
a. 0 c.2
b. 1 d.a,

La serie de Fourier correspondiente a la funcion:
—m/2<x<m/2

f(x)=

0, m2< x< 3m/2

con periodo 21 viene dada por:

a ii( Dn;) sen(2n—1)x

b. 22 D sen nx
c. f(x)= gsenx+lsen2x—isen3x—lsen4x+isen5x+
T 2 9 4 251

lsen6x+
6

d. f(x)=ECOS)C+1COSZX—iCOS3x—lCOS4X+LCOSSX+
T 2 Ot 4 25

lcos6x+
6
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2
X

20. La funcién f(x)=—, —w<x<m con periodo 21, satisface la op-
cién: 4
Trz oo (_l)n
a. f(x)=—+ sen nx
/ 12 2{ n’
2 oo n
b. f(x):l+2( 12) COS X
12 2 n
1
c. a,=0, a,=0 b,=—senn
n
2
d. a, zl, a, zizcosn, b =0 n=1,273,..
12 n
Respuestas:

15. c¢. Por ser funcién impar. La opcidn a supone que la funcion es par y
hay un error en a,. La opcion b y d similarmente.

16. c. Es funcién par. Teniendo en cuenta que debe buscarse en la integral
el término a, que en la férmula final no estd definido. Las demads
opciones mezclan los conceptos.

17. a. Es funcién par.

lim f(x)+1im f(x)
18. b. Puesto que =22 2“‘) = 230 =1

19. c¢. Esuna funcién impar. La opcion a toma los limites de la integral de

b, de T2l La opcién b toma de 0 a  (en vez de 0 a g). La

opcién d supone que la funcién es par.
20. b.y d. Es funcién par.

Funciones de periodo arbitrario

Una funcién periédica f(x) con periodo T también puede tener un desarrollo en
series de Fourier. Para poder utilizar las formulas de Euler aplicables a funciones
periddicas con periodo 21 introducimos el siguiente cambio de variable:

27
t=—x — x="—t
21T

., 2 ., o .
Entonces, la funcién f (?tj es una funcién periddica de ¢, con periodo 2.

La serie de Fourier correspondiente sera:

T
f(—z—sz a, +2an cosnt+b,sen nt,
™

Con coeficientes:
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1 (= T
a,=— —x |dx
* om J‘ﬂf(ZTr )
= 1 J._: f (lej cos nxdx
T T

bnzlj-ﬂf[lx) sen nxd:
w2

™
Como xzz—wt —>a’x:2—ﬂdt
T T

Cuando x=—-m —>t=-T/2
x=—m —=>t=T/2

Por lo tanto, los coeficientes son:

1 (72
e O
jm f(H)co —tdt

T/2
J f(t)sen —rdt n=1,2,3, ..
Y la serie es:

S 2 2
f(t):a0+2a0 cos%an sen%t.

n=1

El intervalo de integracion de los coeficientes puede reemplazarse por cualquier

. . . T T 3
intervalo de longitud T; por ejemplo, 0<¢<T, 5 <t< 7, etcétera.

— EJEMPLO 1

Desarrollar en series de Fourier la funcidn periddica f(x) = |x
—1<x<1con periodo T =2.

Como es funcién par - b, =0

2

2 (12 1 X 1
a, =— x)dx=| xdx=—=—
’ TIo 109 IO 2 2

1
a,=2 JO X cos nxdx

1

1 X
=2 -— COSnTX+——sen nm
n-m nw

0

= 2[% (cosnm— 1)+Lsen m‘r}
nar nir
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= n=1,3,5
=—(cosnm—1)=1n’nw*’ o
" 0, n=24,6, ..
|x| = ———z cos(2n+1)1'rx

n=0 (2
Los sucesivos ajustes hasta n = 3 se ven en la siguiente grafica:

1_.

— EJEMPLO 2

Hallar la serie de Fourier de:

) {1, 0<x<2 _—
xX)= =
0, —-2<x<0
1 (2 1 (2 1 » 1
a,=— xX)dx=—| dx=—x| =—
0 4 I_zf( ) 4 J‘O 4 |0 2
anzljzcosﬂxdle Lsenﬂxk
2°0 2 2 nmw 2
=isenn7r=0
niw
bn:ljzsenﬂxdx:—Lcosﬂxﬁ
2°0 2 n 2
1 1 2 n=1,3,5,..
=——/(cosnm—1)=—/(cosnm—1)=9 nm
”“T . 0 n=24,6, .

f(x)=%+zi ! sen (2n-;1)7rx
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La siguiente grafica muestra los ajustes con n = 5:

M 1 fm ///;,.

— "4 -3 tece: il 1 D S g N [

— EJEMPLO 3

Hallar la serie de Fourier de 1a funcion de onda cuadrada:

0, —2<x<-1
fx)=1k, -1<x<1 T=4
0, I< x< 2,
y.h
k
| ! 1 I
1 | | |
! ! | I
| l I I
I i : |
I I " :
| I 1 I
1 1 1
! : : |
T T T Y — X
-2 -1 1 2
Figura 8-14

Es funcién par - b, =0

a, = % J.: f(x)dx = %[ _[01 kdx + J.lz de}

1. 1 k
:—kx —_ —
2“2
a,= J‘lkcosﬂxdx:%senﬂxﬂ)
0 2 nw 2
2_k, n=1,5,9, ..
n
=25mnﬁg=o n=246,8, ..
nmw
—2—k n=3,7,11, ...
n

= (=1 (2n+1
.'.f(x)=k+2—kz( D cos( nt )Trx
L ™ =0+l 2
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EJERCICIOS 8.5

Hallar la serie de Fourier de las funciones periddicas con periodo 7.

L ) {0, —l<x<l1 T4
. XxX)= =

1, < x< 3

( 1Y“ (2n+1)
Respuesta: f(x)= X
1 f@)= Z2 +1 2

5 i {1, —1<x<l _—
o _x = =

0, 1< x< 3

D" 2n+1
Respuesta: f(x ——+ X
P e 2 1T§2n+1 2

-1 —-1<x<0

3. f(x)={ : T =2

1, 0< x<l1
Respuesta: f(x)=—
m o, 2n+l

4. f(x)=x, O<x<l T=1

oo n+l
Respuesta: x = lz( D se 2nm
m

4 i cos(2n+1) m

n

n=1

5. f(x)=4x—x*, O<x<4 T=4

16 1
Respuesta: 4x—x* = —262? cos%x
n=1

6. f(x)=x>, -—l<x<l T=2

Respuesta: x* == —z( Dk COSNTX
3 T on’
1, -1<x<0
7. f(x)= T=2
X, 0< x<0
R )____2 COS nTX lzsenn'rrx
T 2n+1) wo, n
1, -3<x<0
8. f(x)= T=6
1+x, 0< x<3
n+l
Respuesta: f(x)——+3z( DA 1 osn—ﬂx—( D sen T x.
4 n 3
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0, —-2<x<0
9. f(x)=1x, 0< x<l1 T=4
1, 1< x<2
2
- : n=1,3,5,7
nw’
Respuesta: aozé, a,= —%, n=2,6, ...
8 no
0, n=4,8,
2EnT o159,
n
1
b =y—, n=2,4,6,8,10
nir
2+n
el n=3,7,11,
f(x)==——cos x—icos'rrx— COS3—1Tx— 2 coss—x—
w’ m’ ) 50 2
2+ iy -2 37
+———sen—x———senmx+ ——sen—x ——sen2m+
0y 2 T 0y a
X, O<x<l
10. f(x)= T=2
2—1x, 1< x<2
Respuesta: f(x)= ——ii;cos(2n+l)fn’x
espuesta: 2 TS e 2

11. f(x)=2x, O<x<l, T=1

( )n+1
Respuesta: 2x = —Z

sen 2nx
Trnl n
1, —1<x<0
12. f(x)= T=2
—X, 0< x<l1

Respuesta: f(x)=— + —Z— sen nx.

Trn ln
13 f( ) {xa _1<x<0 T—1
. f(x)= _
0, 0< x<l1
> n+l
Respuesta: f(x)_—_ _z COSNTTX 12( 1)""'sen nx.

w0 (2n— 1) (i
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14, £ {x+1, —2<x<0 _—
5 XxX)= —
0, 0< x<2
4 4 n=1,3,5, ...
1 > nzl, 3, 5, nir
Respuesta: a, —5 a,=\yn'm b,= 5
0 n=2,4,6, ... -—— n=2,4,6,..
n
15 f 0 -3<x<0 .
. (x)= T =
(3-x)°, 0< x<3
4
> i 2 2
Respuesta: f(x):§+1—§ izc Sn_wx+2 Cn-1)"m
2 ) 2n—1

n=1

Cn-Dm 9 1 2nr
en—— — x+—

En los siguientes ejercicios elegir la opcién correcta:

16. La serie de Fourier de la funcion

f(x)=x’, —l<x<1 conperiodo T =2, viene dada por:
a x3=l+%z( D (n*m* —6) cos nx
8§ m < n
b xS—E—%Z(_l);H( * —6) sen nmx
& w5
oo n+l
c 3—%2( 1)3 (n*m* —6) sen nx

: (n*m* —6)cos (nm/2) x

17. ;Cudl es la serie de Fourier de la funcién

f(x)=x’, —k<x<kcon periodo 2k?
K2k (1)
a xX=—+ n?m? —6)sen = x
4 2 k
n+l
b. x'= 2( 2—6)cosﬂx
n=1 k
3 n+1
G = 2k 2( D —6)cos%x

3 2( 1)n+l

n=1

—6)sen LI
k
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18. La serie de Fourier de la funcion

0, —2<x<0
f(x)={ T =4, es:
X,

0< x<2

_ 4 N cos(nm/2)x
@ f0=-72, @2n-1)

n=1

4 &ceos(nm/2)x 2 (-1)™
b. Sl i Gl n? et N W /2
f(x) 2 2 Z (2n 1)2 Z n Sel (n / )x

n=1 n=1

oo

c. f(x):%+zzﬂsen(nw/2)x
n

n=1

d. fry=—Lyostmx, Ei )" sen(nmy2)x
Qn-17  m-

n=1

19. Los coeficientes de Fourier correspondientes a la
funcién: f(x)=e', -—-1l<x<I1, T=2, son:

g 1 (-1, a cosn 2n cosn
= — — e — —_——_— 1T
0 ) -
2 " l+atwt " 1+t

COS nTT 2n
b. aoze—l an:ﬁ n:ﬁcosn'ﬂ'
1+n 1+n

2 senhl 2nar senh1

c. a,=senhl, a, =———cosnm b,=————cosnm
“a 1+n’m? " l1+n’w?
d. a,=coshl, a, 2LZShzlsen nw anZnTr—czosillsen nw
1+nw 1+n’w
» 0, —2<x<0
20. Dada la funcién f(x)= T=4.
, 0< x<2

Sus correspondientes coeficientes de Fourier son:

4 8 8
a. a,=—, a,= cosnm b, = (sen nmw—1)
2_2 n 3_3
3 no n'
2 8 4
b. ay==, a,= cosnw b = (cosnm—1)——-cosnm
2_2 n 3_3
3 n°m n n
4 1 4
c. ay=—, a,=———Cosnm b, = (cosnm—1)+—cosnm
2_2 n
3 ne n n
2 16 16 8
d ay=—, a,= cosnm b, =——(cosnm—1)——cosnm
0 n 2_2 n 3_3
3 n n n

481
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Respuestas:

16. c.

17. d.

18. b.

19. c.

20. b.

como es funcion impar a, =a, =0, el error:

a, =1/8 0 a, =1/4 proviene de la integracion desde O hasta 1 y debe
ser senoidal.

. 2
Es funcién impar —a,=a, =0y b, = < j; xsen P xdx

a,=—, a =%(cosm‘r—1), bn:—lcosn'rr, n=1,2,3, ..
no

n
nw

—l =senhl
3

a, =

N[—= =

Desarrollo de funciones no periodicas
en series de Fourier

Anticipamos, mediante ejemplos y ejercicios, el hecho de que funciones no pe-
riédicas pueden tomarse como tales, considerandolas seccionalmente continuas.
Podemos obtener el desarrollo de una funcién, por ejemplo, f(x) = x’, en una
serie de Fourier cosenoidal, o bien, en una serie de Fourier senoidal. Esto sig-
nifica que dicha funcién fue considerada como par en el primer caso, e impar en
el segundo. Tomaremos intervalos iguales y definiremos la funcién de manera
que sea par o impar.

fx)=x> —l<x<l f(x)=x> —l<x<l
fE=x)==f(x) f=x)==f(x)
Impar Par
- 0 l
0
0
- 0 /

Figura 8-15.
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En la figura 8.16 expandemos la funcién impar (a).
y

»

e

Figura 8-16.

Y ya podemos obtener su desarrollo en series de Fourier de tipo senoidal.
En la figura 8.17 expandemos la funcién par (b).

Figura 8-17.

La serie de Fourier correspondiente serd cosenoidal.

—EJEMPLO 1

Desarrollar la funcién f(x) = x, en el intervalo 0 < x < 7 en una serie de

COSenos.
Expandiendo esta funcién de forma par, y considerando el periodo 217, tenemos:
y
{L
t t > X
2w - m 2w

Figura 8-18.

fo)=|x

, —mT<Xx<T
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1 ™ m
a =—| xdx=—.
o> a,=— ] xdr=2

2 (=
anz—J.O xcosnxdx =——(cosnm—1)=3 n’m
n

n

b =0

n

f)= T Ay cos@ntDx
0= wE; (2n+1)

—EJEMPLO 2
Desarrollar la funcion f(x)=x, en el intervalo () < x < 7 en una serie de

Senos.
Expandiendo esta funcién de forma impar, obtenemos:

fx)=x —T<X<T

b
L

Figura 8-19.
—a,=0
a,=0
2
5 5 -, n=1235, ..
m n
b =— _[0 X sen nxdx =——CoSnm =
T T
-—, n=2,4,6, ...
n
(_1 n+l
sen nx

n

s f0)=2)
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EJERCICIOS 8.6

Desarrollar las siguientes funciones en una serie de Fourier senoidal y cose-
noidal, segin se indique.

1. f(x)=x",para 0<x<m en una serie senoidal.

2 2 n+l Trz 2 n
Respuesta: x~ = —2(—1) —+—3((—1) —1) sen nx
™

n n

2. f(x)=x?, para 0<x < en una serie cosenoidal.

2 oo _1 n
Respuesta: x> ="+ 4y ( 2) cosnx
3 o n
0, O<x< l
3. flx)= 2 para 0 <x <1 en una serie senoidal.

x——, —<x<l1
2 2

"' 2sen(nm/2)

Respuesta: f(x)= i )

——Sen nmx
‘o, nm nm
1
0, O<x< 5
4. f(x)= para 0 <x <1 en una serie cosenoidal.

x——, —<x<l1
2 2

Respuesta: f(x)= l + %2%(005 N —Ccosn Ej COSNTTX
8 w n 2

0, O<x<l . )

5. f(x)= para 0 <x <2 en una serie cosenoidal.
1, 1<x<?2

oo n+l
Respuesta: f(x)= l - 22 =D cos(2n—1) Ix
2 w5 2n-1 2

0, O<x<l1 .

6. f(x)= para 0 <x <2 en una serie senoidal.
1, l<x<?2

Respuesta: f(x)= gz:[cos n g —cos nﬂrr) sen n g X
n=1

X, O<x<l1 . .
) para 0 <x <2 en una serie senoidal.

7. f(X)={

s l<x<?2

Respuesta: f(x)= 2(% sen n—— 2 cos m‘r) sen = x
n°m nr 2

n=1

485
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, O<x<l1 . i
8. f(x)= ara 0 <x <2 en una serie cosenoidal.
P
1, l<x<2

Respuesta: f(x)= izz iz cosnZ—1|cosnZx.
™ n 2 2

n=1

9. f(x)=senhxpara 0 <x<1 en una serie de senos.

(_ )n+1

Respuesta: f(x)=2m(senh I)Z > Sen nx.

10. f(x)=senhx para 0 <x <1 en una serie de cosenos.

Respuesta: f(x)=(coshl— 1)+22%cosnma
+n

n=1
11. f(x)=3 para O<x <% en una serie de cosenos.
Respuesta: f(x)=3

12. f(x)=3 para O<x <% en una serie de senos.

Respuesta: 3=—
19 %2n+1

sen2(2n+1)mx

13. f(x)=e" para 0 <x <1 en una serie de cosenos.

) e—1
Respuesta: (e—1) +22‘1—2 COS NTTX
+nm

14. f(x)=e " para 0 <x <1 en una serie de senos.

1+(=1)"" e
Respuesta: f(x)= 2ZL sen nx

1+ n’m?

n=1

15. f(x)=x(w—x) para 0<x < en una serie senoidal.

oo

Respuesta: x(w—x)= E Zﬁ sen(2n+1)x
n=0

16. f(x)=xsenx para 0 <x <1 en una serie cosenoidal.

Respuesta: Vea ejercicio 16 de la pagina 472.
Elegir la opcién que contiene la serie correspondiente a cada una de las fun-
ciones dadas a continuacion:
17. f(x)=1-x para O <x <1 en una serie senoidal.
1

a. —+ —senm'rx
2 won

.—+2

2 w5, 2n+l

sen(2n+1)mx
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C. 22—(1—2005 nr) Sen nIx
o

d. 321 Sen nx

w.n

18. f(x)=1-—x para 0<x <1 en una serie cosenoidal.

a. —Z—cosnﬂ'rx
g

b. —+— ~cos(2n+1)mx
2w %(2

4 1
— ) ————cos(2n+1)mx
ﬂ%(zmy ( )

1
d. — + cos nIx

2 won

19. f(x)=e" para 0 <x <1 en una serie senoidal.

n+1
a. (e— 1)+22% sen nr
+n'm

n=1

oo

b. z%( 1+ en cos nar)sen nrx

S l+nw
n+l
c. 221+( D it sen nwx
= l+n’n’
48
d. — sen nx
ﬂ§2n+l

20. f(x)=coshx para 0<x <1 en una serie cosenoidal.

a. senh 1+2(senh 1)2 1 ~ COSNTX
n’m’

n= 1

b. 2(senh 1)2 « ) > COSNX
'1T

C. ZZCOSh 1 cos nmx
n=1
(=1)"

d. senh1+2
z"1+n ?

cosSnmx

—x+l, O<x <l
21. f(x)= para 0 <x <1 en una serie senoidal.
0, —<x<l1
2
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22,

1
-8

!
8

1 1
. §+22 > 2(1 cosngjcosnﬂx

oo

1
. ZZﬁ(l—cosn%)cosnﬂx

o N

2— 1——sen n— | sen nmx
= 2

n

nw

1 1 ™
. —+2 1—cosn— |cosnmx
8 znzfnz( 2]

n=1

nw

& 1[ 2 w]
. 2— 1——senn5 sen nx

n=1 n

—x+l, 0<x<l

fx)= para 0 <x <1 en una serie cosenoidal.

0, —<x<l1
2

2— 1——sen n— | sen nmx
- 2

n

=1

| ™
. 2) ——| 1—cosn— |cosnmx
znZT‘_Z( 2)

n=1

& 1[ 2 wJ
. 2— 1——senn5 sen nwx

nir nar

n=1

Respuestas:

17. d. Laopcidn a supone que a, =% siendo que la funcién

18.

se redefine para que sea impar:
o {—(x+1), ~1<x<0
x =
1-x, O<x<l1

y automdticamente: a, =a, =0 La opcién b da valores

1 4 .
de: a, :E, a,=——,nimpary b,=0 (como si fuera
n°m

par). La opcién c tiene un error en el calculo de

b, que debe ser: b, =i n=1,2,3, ..
n

. La opcién a supone a,=a, =0, pero la funcién debe considerarse

par. La opcién ¢ no contiene a a,. La opcion d considera a b, pero le
aflade el error de acompafiar a dicho coeficiente la funcién coseno.



Resumen

19. c¢. Laopcidn a contiene a a, =e—1 pero como la funcién se redefine:

20.

21.

—X

—e 7, —1<x<0
f(X)={

X

e, O<x<l1

para que sea impar — a, =a, =0. La opcién b tiene un error de

1
integracion. La d supone b, = 2_[sen nmx dx envezde b,
0

1
=7 JO e’'sen nmxdx.

. La opcién b olvidé a,=senhl. La opcién ¢ confunde el hecho de

1 o s 12
que a, = 2_'.0 cosh x cosnmxdx. La opcién d olvid6 un factor en el

segundo término.

. Como ha de ser funcién impar —a,=a, =0y

b,=2] " f(x)sen nmdx:i(l—isen nﬂ), n=1,2,3, ..
v n nw 2

La opcién a contiene a a, indebidamente (para f(x) par). La opcién
c es exactamente la representacion de la funcién como si fuera par.

22. b. Ver el porqué de los errores en el ejercicio anterior.

Resumen

Definiciones

Funcion periédica
f(+T)= f(¢t) periodo T.

Serie de Fourier

a, +Z(an cosnx+b,sennx)

Formulas de Euler

a, = —1 jﬁ f(x)dx
2w "

a, =l J‘1T f(x)cosnxdx
,-n- -1

by =L |7 fx)sen nxdx
Tr —T

n=1,2,3, ..
Funcion par
f=x)=f(x)
Funcién impar

JE0)==f(x)

489
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Teoremas

1. fy g son periédicas con periodo T'— h=af + bg periédica con periodo T.

2. Si T es periodo de f — nT también, n entero:

periodo natural de la funcién

minimo periodo = , n coeficiente del angulo.

n

. nmx nx
3. Las funciones COST y senT, n=1,2,3,... k>0 sonortogonales.

4. Convergencia de una serie de Fourier.

a. f(x)sixesun punto de continuidad.
1
b. E|: lim f(x)+ lim f (x)} si x es un punto de discontinuidad.
x—=x") X=X

Operaciones de funciones pares e impares:
5. Par + par =par
Impar + impar = impar
. (Par) (par) = par
. (Par) (impar) = impar

(Impar) (impar) = par

SIS

f(x) par con periodo 27 — f(x) se representa por una serie cosenoidal, con b, = 0.

10. f(x) impar con periodo 2T — f(x) se representa por una serie senoidal, con
a,=a,=0

Donde: a, = l J-ﬂf(x)dx
T 0
a,= 2 J Trf(x) cos nxdx
T 0

b, = 2 wa(x)sen nxdx
T 0

n=1,2,3, ..

Para T periodo arbitrario:

1 12
ay=— j_m fdt
2 (712 2nm
a, = F J—T/Z f(t) COSle
2 (12 2nm
b=7 | fayenTdi n=1.2.3. ..

N 2 2
f®=a, +2an cos$t+bn cosgt

n=1
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Autoevaluacion 8

1. Elegir la opcién que da el minimo periodo de la funcién:

X

tan —
a. 2w c. w2
b. d. w4

2. Graficar en el mismo sistema de coordenadas las siguientes funciones:

1 1 1
senx, senx +§sen 3x, senx +§sen 3x +§sen 5x.

3. Hallar la serie de Fourier de la siguiente funcién que tiene periodo 2w

Figura 8-20.

4. Seleccionar la opcién que contiene los coeficientes de la serie de Fourier corres-
. - 2
pondientes a la funcién: 6cos” x.

a. an=L2sean, a,=0,b,=0
11'(4—n )
b. a,=0, anzizsennw, b, =3
Tr(4—n )
c. a,=3,a,=3,a,=a,=a, ...=0,b,=0
d a,=3,a,=0, bnszcosnTr
Tr(4—n )

5. Hallar la serie de Fourier de:

fx)=x(m—x)(T+x), w<Xx<T

6. Elegir la opcién que contiene una funcién par:
a. In x c. e

3 2

b. x|x| d x’—x

7. Establecer si la funcién f(x)=xsenhx es par o impar.

491
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8. Elegir la opcién que contiene el tipo de funcién y los coeficientes de Fourier de la

1, —m<x<—m/2
funcién: f(x) =12, —a /2 <x< /2 periédica con periodo 27
3, w/2<x<m

o Par, ay=>,a =2 senn™, n=1,2,3, .. b =0
2 n 2
2 ™ 2

3 ™
b. Ni par ni impar, a,=—, a,=—cosn—, b, =—senn—, n=1,2,3, ...
2’ n 2 n 2

2 i
c. Par, a,=0, a,=0, b, =—sen nE, n=1,2,3, ..
n

d. Impar, a, :E’ a, =0, b, zisen nE, n=1,2,3, ..
2 nw 2
9. Dada la funcion:
X, —mR2<x<m/2
fx)= T=2m
m—x, w2<x<3mw/2

a. Ver si es par o impar.
b. Encontrar su serie de Fourier.

10. Dada la funcién:
£ X, O<x<m —
X)= =2
T—Xx, T<x<2m
Elegir la opcién que contiene:

a. La funcion redefinidaen —w < x <1
b. Su serie de Fourier.

—x-—m, -m<x<0 ) )
A a f(x)= Ni par ni impar.

X, O<x<m
b. —— ~cos(2n+1)x+2 sen(2n+1)x
% 2n+ % 2n+1
—x+m, —-w<x<0
B. a. f(x)= Impar
X, O<x<m
b. 2 sen(2n+1)x
Z:; 2n+
—x+m, —-mw<x<0
C a f(x)= Par
X, O<x<m
b. ——2 Cos(2n+ Hx

n0(2
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—x—m, —-mw<x<0
D. a. f(x)= Impar
X, O<x<m
b. 2 sen(2n+1)x
% 2n+1
11. ;Cudl es la serie de Fourier de la siguiente funcion?:
F)= { O<x<?2 iodo T=4
X con periodo T =
4—x, 2<x<4 P
12. Seleccionar la opcién que contiene los coeficientes de Fourier de la funcién:
I, —-1<x<0 .
fx)= con periodo T =2
-1, O<x<l1
4
a. ay=-1,a,=——,nimpar, b, =0
nw

13.

14.

15.

4
b. a,=0, a, =—E, nimpar, b, =0

4
c. ay=-1,a,=0, b, =———, nimpar.
nir

a,=0.a,=0,b, =i(cosnw—1), n=1,2,3, ..

n
Hallar la serie de Fourier de la funcion:
0, —1<x<0 )
fx=y __ con periodo T =2
e, O<x<l

Elegir 1a opcién que contiene la serie de Fourier cosenoidal de la funcién:

f(x)=x(m—x), O<x <.

Z- 2 Cos(2n +1)x
6 I (2
1
b. —= ) —cos2nx
6 n=1
2 oo
1
c. Tr——Z—cos 2nx
6 T 2n
™
d —— cos(2n+1)x
6 nzzl' n+
Obtener la serie de Fourier senoidal de la siguiente funcién:

f(x)=(x-17, 0<x<l

493
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Respuestas de la autoevaluacion 8

1.
2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. . m™
a. Porque el periodo natural de la funcién es r, entonces, E =21

Conviene observar que cada término afiadido a la serie trigonométrica aproxima
m4s a una determinada funcién.

. f(x)= Ei(l —cosngj(l) sen nx

n

n=1

. ¢. Ademis f(x)=3(1+cos2x) (la serie de Fourier es la identidad:

> 0052A+1]
A=—"T"|

cos
2
o _1 n+l
. f(x)leZ( )3 sen nx.
n=1 n
. ¢. Par <> f(—x)= f(x) entonces, ¢ =" es par. La opcién a tiene una fun-

cién no definida para x <0.
La opcién b seria f(—x)=(—x) |—x| =—x |x| =—f(x) funcién impar.

Laopcién d: f(—x)= ()c)3 - (—)c)2 =—x"—x" no es par ni impar.

. f(=x)=(—x) senh (—x) = (—x)(—senh x) = x senh x = f(x) es par.

. a. Las otras opciones asignan equivocados los coeficientes a las funciones pares o

impares.

. a. Impar.

4 D"
) :_E — 2n+1
b. f(x) 2 i1y sen(2n+1)x

a. Porque a,=0, a, =2i(cosm-r—1), n=1,2,3,... b, =l(1—cosm-r),
nar n

n=1, 2, 3, ... y redefinida asi no es par ni impar.

f(x):l—ﬁi;zcos(znﬂ)gx

w T (2n+1)
) 41
d. Ademis, f(x)=——) sen(2n +1)mx
T 2n+1
| = [1+ (=1 ]
(X)==(l—e')+ Y ——— =(cosnmx+nwsen nmx)
/ 2( ) 2 1+n’m?

n=1

b. Redefiniendo para que sea par

—x(m+x), —w<x<0
fx)= T=2
x(m—x), O<x<mr
w’ 4
Cl():?, an=—?,npar, bn:O

3,3
nar

fx)= i[ 4 (cosnm—1)+ i}sen nTX.
n=1 ni



Jean Baptiste Joseph Fourier

Jean Baptiste Joseph Fourier

De joven, Jean Baptiste Joseph Fourier fue educado por los monjes benedictinos y se
sinti¢ atraido por el sacerdocio. Sin embargo, su interés por las matemadticas lo condu-
jo a ser profesor de esa materia en la academia militar.

Fue amigo de Napoledn y en 1798 lo acompand a Egipto. Durante la ocupacién
francesa, Napoledn lo nombré gobernador de ese pais. De regreso a Francia, ocup6
puestos administrativos que le permitieron proseguir sus estudios personales; fue en-
tonces cuando hizo publico su famoso teorema de Fourier, en el que afirma que toda
funcién periddica puede ser representada por una superposicion de funciones sinusoi-
dales, llamadas series de Fourier. A raiz de este descubrimiento, de mucho impacto,
Napoledn le otorgé el titulo de Barén.

Fourier estaba convencido de que el calor era excelente para el ser humano, y se
relata que vivia en un departamento muy caliente vestido siempre con abrigo... Esto
lo llevé a publicar, en 1822, su obra més famosa: La teoria analitica del calor, donde
se origina el andlisis dimensional. Kelvin descubrird ese texto como un gran poema
matematico. A los 62 anos Fourier muri6é en Paris demostrando asi que vivir en un
lugar sobrecalentado no proporciona una longevidad fuera de lo comdn.

Un matemadtico que no tenga algo de
poeta no serd nunca un matemdtico
completo.

WEIERSTRASS

1=V1={JD) =ii=i* =—1 ()

El origen de los nimeros se parece al nacimiento del mito. El hombre empieza a contar
y a dominar la naturaleza.

Galileo afirmé que la naturaleza estd “escrita en lengua matemadtica”. El arte, la
belleza de la verdad, la armonia y la proporcién se fusionan en la matemadtica. Es en si
misma fondo y forma, herramienta y meta, biisqueda y hallazgo, coronamiento y base,
intuicién y empirismo.

Estamos en el momento en el que la matematica occidental penetra en los mundos
simbolicos del espacio, amplifica y espiritualiza la teoria de las funciones y de los inva-
riantes (ciertas propiedades del espacio, inalterables a pesar de pertenecer a las transfor-
maciones).

PARADOJA
Hagamos: In(-1)=x
Entonces, In(—1)* =21In(-1) =2x
Ademis, In(=1)> =In(1)=0
Concluimos: 2x=0

~In(=1)=0. (9

(1768-1830)
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496 Capitulo 8 Series de Fourier

Propiedades metafisicas del numero 8

Representa el principio de la evolucién y la involucién, de la luz y la oscuridad, de lo
elemental y lo trascendental. Pitdgoras lo llamé armonia del Universo, inspiracion divi-
na, justicia. Simboliza la moderacion, la evidencia de lo verdadero, la equidad y la
ecuanimidad.

Numeracion romana (aproximadamente 200 a. C.)

1 5 10 50 100 500 1000 10000

I v X L C D M CCIO)

La torre de Brahma

En el templo de Benarés se guardaba la
bandeja de cobre en la que estdn inserta-
das tres agujas de diamante, mds finas
que el cuerpo de una abeja. En el momen-
to de la Creacién, Dios puso 64 discos de
oro puro en una de las agujas, ordenados
de mayor (el que estd sobre la bandeja) a
menor. Es la torre de Brahma. Los sacer-
t 1 dotes del templo, dias tras dia, mueven
los discos haciéndolos pasar de una aguja
a otra, siguiendo las leyes fijas e inmutables de Brahma: el sacerdote en turno no debe
mover mds de un disco a la vez y no puede ponerlo encima de uno de menor tamafio. El
dia en que los 64 discos hayan sido trasladados de la aguja en la que Dios los puso a
crear el mundo a otra aguja, ese dia la torre, el templo y todos los brahamanes se de-
rrumbarén, quedando reducidos a ceniza y el mundo desaparecera.
El nimero de traslados necesarios para que se cumpla la profecia es:

2% 1

Suponiendo que los sacerdotes realicen un cambio por segundo y trabajen las 24 horas
del dia, durante los 365 dias del afio, tardarian 58 454 204 609 siglos, mas unos 6 afios,
si no se equivocan...



HORIZONTALES

. Atascaran, enredaran.

. Tonto, idiota. Interjecciéon para animal. Vocal. Noventa y

nueve.

. Nota musical. Reptblica de Africa. Cincuenta.

4. Astilla resinosa que se usa para iluminar. Bizcocho, pasta

de harina y azicar.

. Simbolo del oxigeno. Fisico-matemadtico francés (1768-

1830). Cinco.

. Explicacién de un texto oscuro o dificil. Ser fantdstico con

figura de enano.

7. Vocal. Simbolo del sodio. Aguas sélidas.

. Nave. Admiraciones, asombros.

9. Simbolo del aluminio. Dirigirse. Trajes de los magistra-

10.

11.

dos.

Pase la vista por el escrito. Volcdn de Costa Rica. Uno en
nimero romano.

Escapdis, marchdis. Todavia.
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La torre de Brahma

VERTICALES

. Perpendicular.

Baje, desmonte, descienda. Consonante. Simbolo de los
ndimeros cardinales transfinitos.

Interjeccion (se usa repetida). Afénico, ronco. simbolo de
oro.

Vocal.Vocal. Se atreve. Una de las rayas del espectro so-
lar, seguin Fraiinhofer en la regién de afiil.

5. Idioma. Parte delantera de las naves.

6. Recipiente donde se pisa la uva. Tiene. Letras de la palabra

risa.

7. Simbolo del argén. Oxido de hierro muy duro (en plural).

Saturemos, atiborremos, abarrotemos.

9. Vocal. Parte de la fisica que estudia las variaciones de la

10.

11.

atmosfera.

Conjuncién copulativa. Consonante. Rio de Europa (es
parte de la frontera de Francia, Bélgica y Holanda). Sim-
bolo de unidn en la teoria de conjuntos.

Piezas de hierro largas y delgadas con cabeza y punta. Pre-
posicién que indica carencia.

11
1. m
z =
3
4
. =
6
.
s =
; =
10 -
1= =







Métodos numeéricos
para resolver ecuaciones
diferenciales

Meétodo de Euler

Niels Henrik Abel
(1802-1829)
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Capitulo 9

Métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales

A veces no es posible obtener la solucién de una ecuacién diferencial, pero si se
puede encontrar una aproximacion satisfactoria. Estas aproximaciones se hallan
usando métodos numéricos, de los cuales se van a mencionar los mas utilizados.

Meétodo de Euler

Considera aproximar la solucién de la ecuacion:

Y =f(x,y), con y(x,)=y, X, Sx<x,.

Para ello, la curva solucién que pasa por el punto (x,, y,), se sustituye por
segmentos de recta que son tangentes a la curva en uno de sus puntos frontera.

La solucién aproximada en x = b, se encuentra dividiendo el segmento (x,, x, )
en n partes iguales de longitud 4, de tal formaque h=x,,, —x,parai=0, 1, ..., n.
El valor aproximado de la solucién buscada en los puntos x; se designard por y.. Se
puede encontrar un punto

(xp y1) = (xo + h, y1)
y asi sucesivamente para (x,, y,), (x5, y,), etcétera.

y

3

Yo Y1 A5

XO xl x2

Figura 1-9.

De la ecuacion de la recta tenemos:

—(xoy jr;loy;_ —=3 © n=ythy
donde y; = f(x,,y,)
En forma andloga:
v, =y +hy/, donde y/=f(x,,y)
Y3 =y, +hy;, donde y/=f(x,,y,)
Y en general:

{yn+.=yn+hy;, donde y, = f(x,.y,)
y X, =x,+nh



Meétodo de Euler

—EJEMPLO 1

Dado el problema con valor inicial:
y=x—y+1, para:y(0)=1y0<x<],
mediante el método de Euler obtener una aproximacién de la solucién con:
h=0.1 y N=10.
Sea f(x,y)=x—y+1, donde f(x,y,)=x,—-y +1
entonces,
Yot = Yy Hh(x, =y, +1)
Para h=01 y n=0,1,2,3, ..
V= +(0.D)(xy =y, +1)
=1+(0.10-1+1)
=1 para x=0.1
Y, =y +(0.D(x, =y +1D
=1+(0.1)0.1-1+1)
=1+ 0.01
=1.01 para x,=0.2
v, =y, +(0.1)(x, =y, +1)
=1.01+(0.1)0.2-1.01+1)

=1.029 para x, =0.3,
etcétera.

Veamos todos los resultados en la siguiente tabla:

Porcentaje de
X, v, Valor real Error error relativo
0.0 1.00000 1.00000 0.00000 0.00
0.1 1.00000 1.00483 0.00483 0.48
0.2 1.01000 1.01873 0.00873 0.85
0.3 1.02900 1.04081 0.01181 1.13
0.4 1.05610 1.07032 0.01422 1.33
0.5 1.09049 1.10653 0.01604 1.45
0.6 1.13144 1.14881 0.01737 1.51
0.7 1.17829 1.19658 0.01829 1.53
0.8 1.23046 1.24932 0.01886 1.51
0.9 1.28742 1.30656 0.01915 1.46
1.0 1.34867 1.36788 0.01921 1.40
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502 Capitulo 9 Métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales

Error

Donde el error relativo porcentual = | |>< 100.
|valor Verdadero|

Aungque el error es relativamente pequefio, usando otros métodos se puede
reducir al minimo.

Algoritmo computacional para resolver el ejemplo 1.

Define la funcion dada
Definir: f(x, y)

-

( Leer: x;, yy, . N ) Lee los valores iniciales

4' x,=0yy =1,el valor
del incremento 7 =0.1y
n=1 el nimero de divisiones
¢ del intervalo, N=0
=% y,) 4 Inicializa el contador.
¢ Evaluda la funcion.
Xp1 =X, +h Incrementa la variable
¢ independiente.
X1 = Y+ h(x, =y, +h) Calcula el siguiente
valor.
n=n+1 Pregunta si lleg6 al
ultimo valor del
intervalo.

Si

Escribir:
Xp Yyn=1,N

Mathematica ejecuta el algoritmo como:

Da los resultados.

Clear[f,x,y,h]
flx_,y_1=x-y+1;
h=.1;

y[o1=1;

x[n_]=n h;

y[n_l:=y[n]=y[n-1]+h f[x[n-1],y[n-1]]

ytable = Table[y[i],{i,0,10}]
{1,1,1.01,1.029,1.0561,1.09049,1.13144,1.1783,1.23047,
1.28742,1.34868}



Meétodo de Euler

intptsl=Table[{x[i-1],ytable[[i]1]},{i,1,Lenght[ytable]}]
{{0,1},{0.1,1},{0.2,1.01},{0.3,1.029},{0.4,1.0561},{0.5,1.09
049},{0.6,1.13144},{0.7,1.1783},{0.8,1.23047},{0.9,1.28742},
{1.,1.34868}}
plotl=ListPlot[intptsl,PlotJoined—True,DisplayFunction—>>Identity];
exactplot=Plot[Exp[(x"2)/2],{%x,0,1},PlotStyle—GrayLevel[.2],
DisplayFunction—Identity]
Show[plotl,exactplot,DisplayFunction—>$DisplayFunction]

1.30 F

1.20 ¢

1.15

1.10

1.05

Método de Euler mejorado

Aplica la siguiente féormula llamada también férmula de Heun:
h
yn+l = yn +E[f('xn’yn)+f(‘xn+l’yn)+hf('xn’yn):|

La parte y, =y, +hf(x,.,y,) predice un valor de y(x,)

h S .
yy+y,+ 5[ S, y0)+ f sy, +hf(x,, yo)] corrige la estimacion anterior.
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Capitulo 9

Métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales

—EJEMPLO 2
Establecer el algoritmo que aproxima la solucién de la ecuacién del ejemplo 1
por el método de Euler mejorado.

Bésicamente se usa el mismo diagrama de flujo, sustituyendo la instruccién
que calcula el valor de Y41

Xp1=X,+h

h ,
Yn+1=Ynt E [f(xn’ yn) +f(xn+l7 yn) +h j(xrn yn)]
_ IElcéleral

Meétodo de Taylor

El desarrollo de una funcién en serie de Taylor es:

Y =y@+y @ Dy @SS = Sy @

donde y(x) tiene derivadas de todos los 6rdenes y converge en |x —a| < R.
El algoritmo apropiado para calcular una aproximacién de y, ,, de orden p es:

" " o h’
—_ ”_"_ m 0 p
yn+1_yn+ynh +yrl 2' +yn 3'++yn p'

—EJEMPLO 1
Aplicar el método de Taylor de orden tres a la ecuacién:

y=x—y+1,y0)=1, 0<x<1,h=0.1, N=10

Como y'=x—y+1, entonces, y"=1—-y =1-x+y—1
=—x+y
Por consiguiente:
Yo =Xg— Yo +1
=0-1+1
=0
y luego,
Y ==X+
=-0+1




entonces,

Y=Yy +Y5(0.D+ y"

=1+0(0.1) +1(0.005)
=1.005

0.1)?
2

Los sucesivos resultados se muestran en la siguiente tabla:

Porcentaje de
X, Y, Valor real Error error relativo
0.0 1.00000 1.00000 0.00000 0.00
0.1 1.00500 1.00483 0.00017 0.02
0.2 1.01902 1.01873 0.00029 0.03
0.3 1.04112 1.04081 0.00031 0.03
0.4 1.07071 1.07032 0.00039 0.04
0.5 1.10699 1.10653 0.00046 0.04
0.6 1.14932 1.14881 0.00051 0.04
0.7 1.19713 1.19658 0.00055 0.05
0.8 1.24990 1.24932 0.00058 0.05
0.9 1.30715 1.30656 0.00059 0.05
1.0 1.36847 1.36778 0.00059 0.04

Tomando mds términos de la serie se obtienen mejores aproximaciones.
\__ Este método se ajusta mds al valor real que el de Euler.

Método de Runge-Kutta

Es uno de los procedimientos mas exactos, sobre todo de cuarto orden. EI méto-

do procura coincidir con un desarrollo de Taylor hasta el término /4*. De hecho,

el método de Euler es una aproximaciéon de Runge-Kutta de primer orden.
Para encontrar la solucién aproximada del problema con valor inicial:

Y =f,y) con y(x)=y,

se usa la siguiente férmula:

1
Vo =y +g(k1 +2k, + 2k, +k,)
donde k, =hf(x,.,y,)
1 1
k,=hf| x. +—h,y +—k
2 f[ n 2 yn 2 1)

1 1
ky=h +—h,y,+—k
3 f(xn 2 yn 2 2)

k4 = hf('xn +h’yn +k3)

Meétodo de Euler
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506 Capitulo 9 Métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales

— EJEMPLO 1

Mediante el método de Runge-Kutta obtener la solucién aproximada de:
Y=x—-y+1, yO0)=1, 0<x<1

conh=0.1 y N=9

Tomando n = 0, se obtienen primero los valores de k, k,, k, y k,.

k= (0.1 f(xy,¥)
=(0.1)x, =y, +1)
=0

1 1
k= (O-I)f[xo +20.y+ 5<0)}

= (O.l)(xo +%(O.1)—y0 +1j

=0.005

k, =(0.1) f(xo +%(0.1), ¥, + %(0.005))

=(0.1)(x, + %(0. -y, - %(0.005) +1)

=0.00475

k, = (0.1)f(x, +(0.1),y, +0.00475)
=(0.1)x, +0.1— y, —0.00475+ 1)
=0.009525

Entonces,
1
Y=Y, +€(k1 +2k, +2k, +k,)

=1+ é(O. +0.01+0.0095 +0.009525)

=1.0048375



Se observa que este valor coincide con el real hasta la quinta cifra decimal.
Tomando n =1, 2, ...10, se obtienen los demas valores, como se ve en la
siguiente tabla:

Porcentaje de
X, v, Valor real Error error relativo
0.0 1.00000 1.00000 0.00000 0.00
0.1 1.00483 1.00483 0.00000 0.00
0.2 1.01873 1.01873 0.00000 0.00
0.3 1.04081 1.04081 0.00000 0.00
0.4 1.07032 1.07032 0.00000 0.00
0.5 1.10653 1.10653 0.00000 0.00
0.6 1.14881 1.14881 0.00000 0.00
0.7 1.19658 1.19658 0.00000 0.00
0.8 1.24932 1.24932 0.00000 0.00
0.9 1.30656 1.30656 0.00000 0.00
1.0 1.36787 1.36788 0.00001 0.007

Si tomdramos ocho cifras decimales, el error ya es apreciable, pero no signi-
ficativo. Sea, por ejemplo, n = 7, entonces, y, = 1.24932896 es el valor
exacto en la solucidon y = x + ¢, para x = 0.8. Utilizando el método de
Runge-Kutta, se obtiene: y, = 1.24932928, con error = 0.00000128 y
\—0.00010245% de error relativo. Esto muestra la eficacia del método.

Comparacioén de los métodos utilizados para la solucién aproximada de:

y=x-y+1, y(0)=1, 0<x<1, h=0.1

X, Euler Taylor Runge-Kutta | Valor real
0.0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
0.1 1.00000 1.00500 1.00483 1.00483
0.2 1.01000 1.01902 1.01873 1.01873
0.3 1.02900 1.04112 1.04081 1.04081
0.4 1.05610 1.07071 1.07032 1.07032
0.5 1.09049 1.10699 1.10653 1.10653
0.6 1.13144 1.14932 1.14881 1.14881
0.7 1.17829 1.19713 1.19658 1.19658
0.8 1.23046 1.24990 1.24932 1.24932
0.9 1.28742 1.30715 1.30656 1.30656
1.0 1.34867 1.36847 1.36787 1.36788

Meétodo de Euler
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508 Capitulo 9 Métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales

Algoritmo computacional para resolver el ejemplo 1.

Definir: fix, y)

-

C Leer: xy, yo. h, N )

<

n=0
<
J= s Y) ¢
-
=X, th

=

ky + h fix,, y,)

ky + I fix, + W12, y, + k,/2)
ks + hfix, +h12,y,+ k,/2)
ky+hfix,+h,y,+ky)

-

Va1 = Yu + Bk + 2ky + 2ks + ky)/6

Xn

n>N n=n+1

Si
Escribir:
'x)l’ y)l;

Este algoritmo se muestra en una primera aproximacion con Mathematica
como:

Clear[f,x,yrk,h]
flx ,y ]:=x-y+1
h=.1;

yrk[0]=1;

X[n_]:=n h

yrk[n_ ]:=Module[{kl,k2},
kl=h f[x[n-1],yrk[n-1]1];
k2=h f[x[n-1]+h,yrk[n-1]1+kl];
yrk[n]=yrk[n-11+(1/2) (k1+k2)]

rktablel = Table[yrk[i],{i,0,10}]

{1,1.005,1.01902,1.04122,1.0708,1.10708,1.1494,
1.19721,1.24998,1.30723,1.36854}



Resumen

rkptsl=Table[{x[i-1],rktablel[[i]],[1{i,1,Lenght[rktablel]}]

{{0,1},{0.1,1.005},{0.2,1.01902},{0.3,1.04122},{0.4,1.0708},{0.5,
1.10708},{0.6,1.1494},{0.7,1.19721},{0.8,1.24998},{0.9,1.30723},
{1.,1.36854}}

Clear[plot5]

plot5=ListPlot[rkptsl,PlotJoined—True,
PlotStyle—Dashing[{.01,.04}],
DisplayFunction—>Identity];

Show[plotl,plot5,exactplot, [[DisplayFunction—$DisplayFunction]

1.35) >
1.30 .
1.25 .
1.20, Z
115! »
110/ .
105 =

02 04 06 08 1.0

Resumen

Métodos numéricos

h= ‘xn _x()
n

Para resolver y' = f(x,y), con y(x,)=y,x, <x<x, y

Método de Euler
yVl+l = yn +hf(‘xn’yn)

Meétodo de Euler mejorado
h
Vo =V, # S [F G000+ (5,03, + R, 3,)]

Método de Taylor

R o
_ ’ n't m't p)
nﬂ—xﬁﬂuh+yn2!+x3!+m+x,p!

Meétodo de Runge-Kutta

yn+l =yn+(k1+2k2+2k3+k4)/6

k, =hf(x,,y,)
ky=hf(x,+h/2,y +k/2)
ky=hf(x,+h/2,y, +k,/2)
ky=hf(x, +h,y, +k;)

donde
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510 Capitulo 9 Métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales

Autoevaluacion 9

1.

Obtener una aproximacion por el método de Euler, con cinco cifras decimales de la
solucién de las ecuaciones:

a. y=2xy,y(1)=1,h=0.1,N=5

b.y=1+y,y0)=0,h=0.1,N=5

Utilizar el método de Euler mejorado para obtener la solucién aproximada de las
ecuaciones del ejercicio 1.

. Hallar la aproximacién de la solucién de las ecuaciones del ejercicio 1 mediante el

método de Taylor, tomando tres términos del desarrollo.

Usar el método de Runge-Kutta para:

a. y=2xy,y(1)=1,h=0.1,N=5
b.y=1+y,y0)=0,h=0.1,N=5

c. YV=(x+y- 1)?% y(0)=2,h=0.1, N=35, con cuatro cifras decimales.

Respuestas de la autoevaluacion 9
1.a,2.a,3.a,4. a.

y =2xy, y(1)=1

Euler
X, Euler mejorado Taylor Runge-Kutta | Valor real
1.0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1.1 1.20000 1.23200 1.23000 1.23367 1.23368
1.2 1.46400 1.54788 1.54267 1.55270 1.55271
1.3 1.81536 1.98314 1.97277 1.99371 1.99372
1.4 2.28735 2.59077 2.57210 2.61169 2.61170
1.5 2.92781 3.45091 3.48520 3.49030 3.49034

1.5,2.0,3.b,4. b,

Yy =1+y%y0)=0

Euler
X, Euler mejorado Taylor Runge-Kutta | Valor real
0.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.1 0.10000 0.10050 0.10000 0.10033 0.10033
0.2 0.20100 0.20304 0.20201 0.20270 0.20271
0.3 0.30504 0.30982 0.30819 0.30933 0.30934
0.4 0.41434 0.42342 0.42106 0.42280 0.42280
0.5 0.53151 0.54704 0.54375 0.54629 0.54630




Y=@+y—17%y0)=2

X, Runge-Kutta | Valor real
0.0 2.0000 2.000000
0.1 2.1230 2.123048
0.2 2.3085 2.308498
0.3 2.5958 2.595765
0.4 3.0649 3.064963
0.5 3.9078 3.908223

Niels Henrik Abel

El més célebre de los matemadticos escandinavos: Niels Henrik Abel, fue hijo del pas-
tor de un pueblito noruego. Al enterarse de su predisposicion para las matematicas, sus
profesores le aconsejaron, cuando apenas tenia 16 afios, la lectura de los grandes li-
bros, incluyendo las disquisitiones, de Gauss.

Durante estas lecturas, Abel se dio cuenta que el teorema del binomio estd demos-
trado solamente en el caso de unos exponentes racionales y lo extiende al caso general.
A los 18 afios, su padre muri6 y Abel quedé como responsable de la familia. En esta
época buscé la solucion de la ecuacion de grado cinco y, por un momento, creyé ha-
berla encontrado. Pero se dio cuenta de su error y en 1824 publicé una memoria titu-
lada: Sobre la resolucion algebraica de las ecuaciones, en la cual demostré que no
existe tal solucién expresable en funcién de los coeficientes; de esta forma terminé con
el problema.

Convencido de la importancia de sus trabajos, Abel visit6 a Gauss en Alemania.
Desafortunadamente, al enterarse este tltimo de que el joven le queria presentar algo
relacionado con la ecuacién de grado cinco se enojé y se negé a recibirlo (cabe comen-
tar aqui que Gauss con frecuencia recibia soluciones, todas equivocadas desde luego).
Poco mas tarde, buscé atraer la atencion de los matematicos parisienses como Cauchy
y Legendre, pero sin éxito.

Debido a su pobreza, sus condiciones de vida eran pésimas y Abel muri6 en 1829
de tuberculosis. Un manuscrito con Cauchy reaparecié en 1841 y resulté contener
trabajos de la mayor importancia sobre las funciones elipticas. De esta manera, el
nombre de Abel empez6 a pronunciarse, y a modo de arrepentimiento hacia el noruego
que murié pobre y desconocido, la matemadtica perpetia su existencia a través de
expresiones como el teorema de Abel, las funciones de Abel, los grupos abelianos,
etcétera.

Sistema, poeta, sistema
Empieza por contar las piedras,
luego contards las estrellas.

LEON FELIPE

Niels Henrik Abel
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Niels Henrik Abel
(1802-1829)
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Paradoja
La regla de los signos nos impone la siguiente igualdad
=D/1=1/(-1).

Entonces, afirmamos que la razén del menor de dos niimeros al mayor de ellos es igual
a la razén del mayor al menor. (?)

Anécdota

Leibniz vio en Parfs la maquina de calcular de Pascal y disefi6 otra mucho mas perfecta.
Sin embargo, ningiin mecdnico pudo montar con la debida pulcritud un aparato tan
complicado, a pesar de que el mismo Leibniz invirtié nada menos que 24 mil téleros en
el proyecto.

Propiedades metafisicas del numero 10

Representa el principio de la periodicidad, el de causa y efecto, el de nutricién y reno-
vacion, el de lo infinito en potencia. Pitdgoras lo llama: mundo, cielo, destino, eternidad,
alfabeto y aritmética, porque comprende todos los sonidos y todos los nimeros. Es el
principio viviente en su progresién. Representa lo trascendente en el pensamiento y la
dedicacion en la mano de obra.

Numeracién binaria. Siglo xvii d. C.

La base es 2 y los elementos son O y 1.
Ejemplo: el niimero decimal 3478 en base dos es el nimero:

110110010110

(Como se obtuvo?

Dividiendo sucesivamente 3478 entre 2 y anotando los residuos desde el tltimo al
primero.
El nimero binario 1010101 en base decimal es 85

3478 2
4oz

07 13 869 |2
18 19 06 434 |2

3478, = 110110010110

dos
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Escribir 1010101 en numeracién decimal.

2°=1
2'=2
2’=4
2'=8
2'=16
2°=32
2°=64

Ax2)+0+(Ix2)+0+(Ix2*)+0+(1x2°%) =
64 + 16 + 4 + 1 =85

Comprobacién:
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HORIZONTALES

1.

2.

12.

13.

Ecuacién diferencial parcial, lineal en el mayor orden de
las derivadas que aparecen en dicha ecuacién.

Cincuenta. Aparato primitivo de cdlculo. Socorreré, auxi-
liaré.

. Coge. Consonante. Resonancias, repeticiones. Uno. Gran

duque de Moscovia.

. Solitaria, unica. Adulacién, halago. Salgo, emprendo un

viaje.

. Endereza, atiesa. Enfermedad, perjuicio. Aproximan, tras-

ladan.

. Simbolo del fésforo. Medida, equilibrio, comparacién.

Simbolo quimico del molibdeno.

. Goma eldstica, vulcanizada, negra y dura para hacer aislan-

tes. Simbolo del oxigeno. Ofuscar, tapar, perder la vista.

. (Al revés) mamiferos rumiantes. Ecuaciones cuya expre-

sién matemdtica es z = z,,. Cercado, valla.

. Suprimird. Lengua de tierra que une dos continentes (plural).
10.
11.

Puiial, barniz. Hermosa.

Habitante de la Tierra del Fuego. Loro, cotorra. Sino, des-
tino, suerte.

Suerte, sino, fatalidad. Simbolo del azufre. Vate. Dios es-
candinavo.

Ester de la glicerina y del 4cido valérico, existe en el aceite
de delfin. Pequefio de estatura.

Métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales

VERTICALES

1. Aula, asignatura. Gravoso, onoroso. Letras de ave.

2. Vocal. (Al revés) de forma natural del lenguaje. Calma,
tranquilidad.

3. Matematico noruego (1802-1829). Encaminarse. Gusano.
Simbolo del aluminio.

4. Conserva, desecacién. Onda en el agua. Preposicion inse-
parable que indica prioridad.

5. Hielo en inglés. Urbes, metrépolis, riquezas. Consonante.

6. Tren. Consonante. Letra griega que representa una cons-
tante de los circulos.

7. Linea isobdrica. Pafs, patria.

8. Relativo a la nariz. Familia de algas en los mares calidos.

9. Dicese de la ecuacion de Laplace z,, + z,, = 0, en plural.

10.
11.

12.

13.

Lancha, canoa.

Preparar, arreglar. Uno de los puntos cardinales. Tienen.
Matematico francés (1763-1813), autor de: Mecdnica ana-
litica. Mil cincuenta. Lia, anuda.

Interrogacion, figura retérica. Dosel, carpa, lona. Simbolo
del nitrégeno.

Especie de sera. Uno de los palos de la baraja espafiola.
Antiguamente: adoro.

—
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